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К ШЕСТИДЕСЯТМЕТИЮ_ПРОФЕССОРА Ю.ЛЕПИКА
Заведующему кафедрой теоретической механики Тартуского 
государственного университета, профессору Юло Рудольфовичу 
Лепику 11 шаля 1981 года исполнилось 60 лет со дня рождения.
Ю.Лепик родился в городе Тарту в семье рабочего. После 
окончания гимназии Г.Треффнера в Тарту (в настоящее время I 
Средняя школа им. А.Г.Таммсааре) Ю.Лепик поступил в Тартус­
кий университет на физическое отделение естественно-матема­
тического факультета, которое окончил в 1948 году.
Вся научная и педагогическая деятельность юбиляра свя­
зана с кафедрой теоретической механики Тартуского госунивер- 
ситета. В 1946-1954 гг. он работал старшим лаборантом, ас­
систентом и старшим преподавателем кафедры, в 1954 г. был 
избран доцентом кафедры и в I960 г. ему было присуждено уче­
ное звание профессора. С 1959 г. он работает заведующим ка­
федрой теоретической механики. Защита кандидатской диссерта­
ции состоялась в 1952 г. и с 1959 г. Ю.Лепик доктор физико- 
математических наук.
Проф. Ю.Лепик ценится среди студентов как отличный пе- 
дагог-преподаватель. Его лекции по теоретической механике, 
механике сплошной среды, теории упругости и пластичности, 
пластин и оболочек, теории оптимального управления, а также 
по высшей математике и математической статистике стоят на 
высоком научном уровне и изящны по изложению. Курсовые и 
дипломные работы студентов, написанные под руководством 
Ю.Лепика как правило содержат новые научные результаты.
Ю.Лепиком в соавторстве с Л.Роотсем написан первый эс­
тонский учебник по теоретической механике. Издательством ТГУ 
изданы учебные пособия по теории оптимального управления, 
механике сплошной среди, теории вероятностей и математичес­
кой статистике, написанные Ю.Лепиком в соавторстве с колле­
гами по кафедре. Цикл его лекций по теории оптимального уп­
равления с применениями в теории пластин и оболочек издан 
Польской Академией наук.
Проф. Лепик неоднократно выступал лекциями в ряде науч­
ных центров, напр, в Институте проблем механики АН СССР,Инс­
титуте математики и механики Азербайджанской АН, Воронежском 
Госуниверситете, Хабаровском политехническом институте, Инс-
титуте основных проблем техники в Варшаве, Хельсинкском тех­
ническом университете, Датском техническом университете.
Ю.Лепик действует и популяризатором науки. В различных 
журналах появлялись его статьи на научно-популярные теш и 
он выступал популярными лекциями перед слушателями разных 
профессий. Он член ряда всесоюзных и республиканских научных • 
и методических комиссий. Под его руководством проведено в 
Тарту четыре всесоюзные летние школы по механике.
Благодаря усилиям Ю.Лепика создавалась Тартуская школа 
механиков, известная во всем Советском Союзе. Под руководст­
вом проф. Лепика защищено 10 кандидатских диссертаций.
Ю.Лепик пришел в науку, увлеченный работами и идеями 
А.А.Ильюшина в области теории малых упруго-пластических: де­
формаций. Первое десятилетие на пути ученого связано изуче­
нием устойчивости пластин и стержней в упруго-пластической 
стадии. Он обобщил уравнения Кармана гибких пластин на слу­
чай упруго-пластических деформаций и предложил метод решения 
своих уравнений. Ю.Лепик является в нашей стране одним из 
пионеров применения ЭВМ в теории пластин и оболочек. Так как 
подробный обзор исследований (работы £1 - 481) проф. Ю.Ле­
пика за период I950-1970 можно найти в статьях "Обзор работ 
по теории пластин и оболочек, выполненных в Тарту за период 
1950-1968 гг.", Уч. зап. Тартуск. ун-та, 253, 1970, 26-37 и 
"К пятидесятилетию проф. Ю.Лепика", Уч. зап. Тартуск. ун-та, 
281, 1971, 3-6, то на этом периоде останавливаться не будем.
В настоящем обзоре рассматривается научная деятельность 
Ю.Лепика за последнее десятилетие.
В список литературы не включены учебно-методические и 
научно-популярные статьи, а также тезисы докладов конферен­
ций.
В последнее десятилетие научная деятельность Ю.Лепика 
охватывает широкий крут вопросов, которые можно разделить на 
три группы: I) применение принципа максимума Понтрягина к 
решению задач оптимального проектирования пластических конс­
трукций; 2) динамика элементов конструкций типа балок, плас­
тин и оболочек; 3) оптимальное проектирование при динамичес­
ком нагружении.
Такая классификация является весьма условной поскольку 
при оптимальном проектировании динамически нагруженных конс­
трукций (третье направление) применяются различные методы 
решения задач динамики (вторая группа вопросов), а также ме­
тоды теории оптимального управления (первая группа).
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Кроме того, продолжено исследование проблем рефериро­
ванных в предыдущих обзорах. Так, например, в [493 найдены 
точные решения задач предельного равновесия растянуто-изо­
гнутых и сжато-изогнутых круглых пластин, защемленных по 
внешнему контуру. Обобщая идеи Гадоу, в работе найдены рас­
пределения радиальных напряжений. В работе [53]] предлагается 
приближенный метод построения поверхности текучести для лю­
бого кусочно-линейного условия пластичности.
I. Применение принципа максимума Понтрягина.
Ю.Лепик является одним из первых, который применяет 
принцип максимума Л.С.Понтрягина при оптимальном проектиро­
вании пластических пластин и оболочек.
Задачи минимального веса пластических конструкций рас­
сматривались уже в середине пятидесятых годов многими-авто­
рами. Однако решения этих задач в случае кусочно-линейных 
условий текучести, полученные методами Дракера-Шилда, приво­
дят часто к нереальным проектам. Эти проекты, как правило, 
имеют нулевые толщины и поэтому не могут сопротивляться пе­
ререзывающим силам.
Ю.Лепик показал в [51 - 52]; [57 - 59]; [бЗ], что это 
затруднение можно обойти применением принципа максимума. В 
этом случае легко учитывать ограничения на толщину конструк­
ций. Если потребовать, чтобы толщина ограничена сверху и 
снизу, то получаемый проект нулевых толщин не имеет. Основ­
ные результаты обсуждаются в обзоре [57].
В' работах [51 , 52] решается задача минимального веса 
равномерно нагруженных круглых пластин. В [5IJ рассматри- ' 
вается однородная пластина, материал которой подчиняется ус­
ловию пластичности Пратера, а в [521 идеальная трехслойная 
пластина в случае произвольного кусочно-линейного условия 
пластичности.
Подобные результаты для круговых цилиндрических оболо­
чек получены в работе [59]. Показывается, что в случае ани­
зотропного материала реализуются проекты, для которых один 
несущий слой имеет постоянную, а другой - переменную толщину.
Работа ^58] посвящена исследованию проблемы минимально­
го веса оболочек вращения с учетом ограничений на перерезы­
вающие силы.
Во всех вышеизложенных работах применяется принцип мак­
симума Понтрягина, известный в теории оптимального управле­
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ния. Кроме принципа максимума Понтрягина применяются в ряде 
других работ Ю.Лепика и вариационные методы теории оптималь­
ного управления, в частности и в тех, которые будем рефери­
ровать в третвем разделе данного обзора. Математические ас­
пекты теории оптимального управления рассматриваются в рабо­
тах [63] и [68].
2. Динамика неупругих конструкций.
Целый ряд работ проф. Ю.Лепика посвящен задачам динами­
ческого поведения пластических конструкций.
2.1. Распространение ударных волн под действием высоких 
давлений. Ю.Лепиком обращено должное внимание изучению рас­
пространения пластических волн в толстых пластинах. Для ре­
шения задач исползовался метод характеристик. Но в работе 
[50] задача о распространении и взаимодействии плоских волн 
высокой амплитуды решается методом конечных элементов. Обна­
руживается хорошее совпадение результатов, найденных обоими 
методами.
Исследуя поведение деформируемых тел под действием ди- 
намическбй нагрузки высокой интенсивности (порядка 10 -I06 
ат) реальную среду можно заменить гидродинамической моделью. 
Используя такую модель материала в [61] и [62] изучается по­
ведение осесимметричных тел, нагруженных высоким давлением.
В [6l] задача решается методом конечных элементов, причем 
для улучшения устойчивости расчетной схемы вводятся разные 
варианты искусственной вязкости. В работе [65] применяется 
для решения поставленной задачи модифицированный метод сво­
бодных точек Дьяченко.
2.2. Динамический изгиб жестко-пластических конструкций. 
Проф. Ю.Лепиком внесен значительный вклад в развитие прибли­
женных методов решения динамических задач пластических эле­
ментов конструкций. В работах [54 - 56] , [боЗ приводятся 
некоторые модификации приближенного метода Калисского. В [551 
решается задача об изгибе круглой пластины под действием на­
грузки, действующей в центральной части пластины. В работе 
[бб] рассматривается бесконечная пластина, материал которой 
подчиняется условию пластичности Губера-Мизеса. В этих ста­
тьях учитывается движение пластических шарниров.
Работы [56] и [60] посвящены исследованию поведения 
пластин и оболочек под действием нагрузок локального типа.
В [60] изучается влияние образования кратера на динамичес­
кое поведение пластины, а в [56] выработана методика для 
определения границы деформированной области.
В работах [74], [75], [78.], [79 J применяется метод ква- 
зимОдальных движений при решении задач деформирования жест­
ко-пластических элементов конструкций. Этот метод разрабо­
тан в [74] , [75] и заключается в том, что скорость прогиба 
задается в форме
к.
Здесь квазимодальные формы движения; , • • *,4^- неко­
торые параметры, зависящие от времени.
В [75] исследуется вопрос устойчивости высших модаль­
ных форм движения. Показывается, что вторая модальная форма 
является неустойчивой.
В статье [83] приводятся результаты исследований по 
автоматизации расчета пластических балок ступенчато-постоян­
ной высоты в случае динамического нагружения.
3. Оптимальное проектирование при динамическом 
нагружении.
Последние работы проф. Ю.Лепика связаны с оптимальным 
проектированием неупругих конструкций в случае динамическо­
го нагружения. По этой теме впервые им написана уникальная 
монография [89], также содержательный обзор [86], в которых 
обсуждаются различные постановки задач и методы их решения.
Первой работой Ю.Лепика в этой области является статья 
[71] (завершенная уже в 1975 году), где исследуется.пробле­
ма оптимизации оболочек вращения при осесимметричных нагруз­
ках. Предполагается, что материал оболочки подчиняется ус­
ловию текучести Губера-Мизеса.
3.1. Жестко-пластические конструкции ступенчато-пос- 
тоянной толщины. С конца 1975 года начинается плодотворное 
сотрудничество проф. Ю.Лепика с проф. З.Мрузом из Польской 
АН. В совместных работах [бб], [7о] рассматриваются задачи 
оптимизации пластических балок и пластин ступенчато-постоян­
ной толщины. Поставленные задачи решаются методом модальных 
движений. В [70] учитываются и несимметричные формы движе­
ния.
В статье [72] представляется усовершенствованная мето-
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дика решения задачи оптимизации пластической балки с помощью 
метода модальных движений. Этот же метод, который в [72J был 
использован для свободно опертой балки, применяется в |~73Д 
для защемленной балки.
В поздних работах [80], [82], [843, [8б], [89] решаются 
задачи оптимального проектирования жестко-пластических балок 
ступенчато-постоянной толщины как в точной постановке так и 
методом модальных движений. Показывают, что метод модальных 
движений приводит к результатам, хорошо совпадающим с точны­
ми решениями как при импульсивном так и силовом нагружении.
3.2. Конструкции плавно изменяющей толщины. Проблемы 
оптимального проектирования конструкций с плавным изменением 
толщины исследованы в [67], [76^, [77], [85], [86 ] и [89Ü . 
Задачи оптимизации нелинейно-вязких балок и кольцевых плас­
тин, подверженных динамическим воздействиям, решены в [67] , 
[76] и [77] методом модальных движений. Балки из жестко-плас­
тического материала рассматривались в [673 и [85].
В работе [85] поставлена и решена параметрическая зада­
ча оптимизации: закон изменения высоты балки задается в виде 
К - 4 + к,(4 - r./£)rv3 > гДе Ч и vi — неизвестные постоян­
ные. Показывается, что и в этом случае метод модальных дви­
жений обеспечивает хорошую точность.
3.3. Оптимизация расположения дополнительной опоры. На­
хождению оптимального расположения дополнительной опоры к 
нелинейно-упругой или вязкой балке посвящены работы [64] и 
£69]. Опоры могут быть или упругие или жесткие. В [64] при­
меняется метод модальных движений и за критерий качества вы­
бирается объем балки. Доказывается, что при сделанных допу­
щениях остается в силе условие оптимальности Мруза-Розвани, 
выведенное для статически нагруженных балок. В статье [69] 
обобщается условие Мруза-Розвани на случай произвольной меры 
податливости балки.
Задачи оптимального расположения дополнительной опоры 
для жестко-пластических балок, нагруженных начальным импуль­
сом, рассмотрены в [64], [7б], [81] и [87]. Оказывается (Сб4]? 
[81]), что в случае модального движения применимо условие 
Прагера-Мруза-Розвани 0, где О. - перерезывающая
сила, W 7 - наклон прогиба, а квадратные скобки обозначают 
скачок в точке Решая поставленную задачу в точной поста­
новке Ю.Лепик показал ([81],[87],[88]), что при определенных
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АВТОМАТИЗИРОВАННЫЙ РАСЧЕТ ДИНАМИЧЕСКОГО 
ИЗГИБА ЖЕСТКО-ПЛАСТИЧЕСКИХ БАЛОК СТУПЕНЧАТО- 
ПОСТОЯННОЙ ВЫСОТЫ
Ю.Лепик и М.Юст 
Тартуский государственный университет
Расчет конструкций на динамические нагрузки является в 
настоящее время одной из важнейших проблем механики дефор­
мируемого твердого тела. Если нагрузка достаточно высока , 
то мы можем пренебречь упругими свойствами материала и, та­
ким образом,придем к модели жестко-пластического материала. 
При проектировании балочных конструкций часто применяются 
балки ступенчато-постоянной высотой (технология изготовле­
ния таких элементов конструкций значительно проще, чем, на­
пример, в случае балок плавно изменяющейся высоты). В слу­
чае жестко-пластического материала в некоторых сечениях та­
ких балок возникают пластические шарниры. Для определения 
их положения надо проанализировать ряд вариантов, что тре­
бует много усилий и времени. Поэтому важно автоматизировать 
такие расчеты. Для этой цели в данной работе составлены ал­
горитм расчета и пакет программ ДИНОПТ.
Высота балки считается кусочно-постоянной функцией от 
координаты вдоль оси балки. Концы балки могут быть свободно 
опертыми, заделанными или свободными. К балке приложены ста­
тические и динамические нагрузки; считается, что динамичес­
кие нагрузки изменяются по закону прямоугольного импульса. 
Поле остаточных прогибов в момент прекращения движения
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определяется методом модальных движений.
Составленный пакет программ применим и в случае импульс­
ного нагружения, когда задано поле начальных скоростей. Мож­
но решать и оптимизационные задачи; в таком случае при за­
данном объеме надо определить такие параметры конструкции , 
при которых максимальный остаточный прогиб является мини­
мальным.
§ I. Основные уравнения
Представим уравнения движения балки в виде
ЭМ* Ъa *  / V Э2* го-* *( N
—  = а , - — =  -—  -р, ы , о
о х  о  оо d t
где К*- изгибающий момент; х - координата вдоль оси балки; 
О*" - перерезывающая сила; р - плотность материала; В , ̂  - 
ширина и высота балки; <ъЭ*- прогиб; -Ь - время; |о* - распре­
деленная нагрузка.
В некоторых сечениях.X  = , <,= 4,2.,...,vw могут 
быть приложены сосредоточенные силы . В точках их прило­
жения должны быть выполнены требования
Cl*(хг+) - 0*( ос,;-) = - . (2)
Нагрузки рГ и Р£ могут быть статические или динамичес­
кие. В случае динамических нагрузок будем считать, что они в 
некотором промежутке времени jbe ÜC^t/,1 постоянны; при i, = ̂  
они снимаются и дальнейшее движение происходит по инерции (в 
таком случае мы будем говорить, что нагрузки изменяются по 
закону прямоугольного импульса).
Целесообразно перейти к следующим безразмерным величи­
нам; ,
S _ 2 -  ____ Q -  (3)
^  I  ’ f  К(0) ’ <г0Ъ(Мо) ’ <г0ЫДоУ
где 2Z - длина балки и <з~0 - предел текучести материала.
Пусть на отрезках 1 ~ 4i2,....»*vv балка
имеет постоянную толщину •V'' = Y4 » тогда объем балки равня­
ется 2А(о)Ь^Д. где ^ 
nv
A - S Z r t W - u ) .  (4)
V s 4
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Если мы хотим решить оптимизационную задачу, то следует 
принять V  = corusi и, следовательно, величина ^v(о) вычисля­
ется по формуле
^v(0)=--- — —  . (5)
2ЫД
Безразмерные величины iv и R  введем по формулам
лев- t V *  о
(V = ----- 4 г - , П =
«r.V“ ' ь V
Символами т и w обозначим соответственно значения безразмер­
ного времени и остаточного прогиба, причем при импульсном 
нагружении
3<Г0УЧ
A b O t 1 ’ **’” АВОН* ’
где G - количество движения.
В случае силового нагружения возьмем
~Ь
т= —  — 5---Г7Т~ ’
где ^  - время снятия нагрузки.
В задачах динамического изгиба величина £v(0) задана, а
V ¥■ const. Безразмерные величины %  , "|р , И , Q. вычис­
ляем по формулам (3), а величины р. и Р* введем теперь в ви- 
де
аеУ  р m s !  
f1 « i & e f o )  ’ * <г.В*Ло) '
Величины <r и представляем в случае импульсного на­
гружения в виде
з<г«А(оН Зо-О̂(о)<и>'
х  ~ 1 j? v* ^  9 г  ’
где символом обозначена начальная скорость балки.
В случае силрвого нагружения примем
/г- = -- tä = --- 5------ г— .
t,
Условия (1)-(2) представляются теперь в виде
Щ  -а , | |  = 6ат( ^ - г а \  (е) 
ü ( ? i + )  -
*
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Здесь и в дальнейшем точками обозначены производные по без­
размерному времени т. Начало координаты поставим в левый 
конец балки. Легко видеть, что уравнения (6) применимы как 
для решения оптимизационных задач, так и для задач динами­
ческого изгиба, если в последнем случае взять А = 1.
§ 2. Метод решения
Уравнения (6) будем интегрировать методом модальных ре­
шений, применяя формулы
4  ('Сг'ЦСО > 'uJ'CŜ jT) = Ф 0x^1 (О. (7)
Такие решения имеют место как для фазы нагружения (т <  4), 
так и для фазы инерциального движения (<с >/|), но пространст­
венные моды -jt ( Ц ) в обеих фазах различны.
Так как материал балки жестко-пластический, то в тех се­
чениях, где изгибающий момент М* равен его предельному зна­
чению = 0,25 Вif а~0 , возникают пластические шарниры, а 
участок балки между шарнирами остается жестким. В случае мо­
дальных решений все шарниры стационарны. Такие пластические 
шарниры могут возникнуть: I) в сечениях, где высота балки 
изменяется скачком; 2) в сечениях, где приложены сосредото­
ченные силы; 3) в краевых сечениях. Кроме того, шарниры мо­
гут появляться и внутри отрезков балки постоянной высоты,ес­
ли в этих точках изгибающий момент имеет предельное значение. 
В таких случаях положения этих шарниров неизвестны и их при­
ходится определять в ходе решения задачи. В данной работе 
для упрощения считается, что таких шарниров с неизвестными 
координатами не больше одного.
Обозначим положения возможных шарниров через сс̂, где 
L = 4,2.,..., и-, включая сюда и координаты концов балки 
ос., = О, <х̂= 2. Безразмерную высоту между возможными шарнира­
ми ( обозначим через /у\ , а безразмерные угловые 
ускорения в шарнирах ^ = сх; - через (рис.1). Ускорение о&  
на отрезке ^ J  определяется по формуле
ii($) = л + Ü :  (8)
(если К = 4 , то 1И ) = А + - о )̂), где 6 = /иКо) . 
Принимая <лКаи) = гйК2) = /*> , получим, что
А




i--------- ---------------- ом ,





а9 1 ' 0,5 ^ 0,3 ■*1O.T
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Перейдем теперь к интегрированию системы (6). Обозначим 
символами а+(^) и 1%{ ) ту часть величин Q ( ^  ) и И (^ ), 
которая не зависит от распределенной нагрузки р, (^ ), тогда 
для отрезка Ще. С°Ч; имеют место соотношения
Q t( 0  = "О *
+ Ъ А Т « Ч &  c f  ' ^  Рк ,
(10)
М+ (^ )=  М+(<*-к) + LüT('^K'i -  Д Рк1 (^ -  <х,|£') +
+  + Е1с),.(аи<1-л^З(̂ -оск̂  + Л ^^к(^-а к')3.
л,-4
Функции Q +( ̂  ) и M +(üj ) вычисляются рекуррентно для всего 
отрезка [осЛ начиная с соотношений й+(осЛ) = 0,о и
М '̂Х,,) = М0, где символами О̂и обозначены значения 
безразмерных величин - перерезывающей силы и изгибающего мо­
мента в сечении ос= 0. Обозначая еще
!М 5')= т х Н ? и
О о
получим формулы
а о ?)= а ^ - д 2 * : / ^ ,  / %
м (*0= м+со- д Ч .^, 11
где ^  ̂  ̂3 » к = /1.
Не' все возможные шарниры реализуются. Надо исследовать 
все возможности. Вначале допустим, что реализуется лишь один 
пластический шарнир. После этого комбинируем возможные шар­
ниры попарно, по три, по четыре и т.д.. Если в некотором се­
чении I- = <х̂ шарнира не будет, то с =̂ £^_Л. -с = 2,3,...,п-\ 
Среди точек <х̂ может быть и неизвестная координата ос̂ = оо.̂ , 
при которой Тз.= '?Гз-/** Если левы® конеЧ балки защемлен и 
первый пластический шарнир возникает в сечении | = <х.к+/(, то 
Ям =с\'2=,',=% * = 0 И̂РИ правом защемленном конце аналогично 
<^„., = 0 и т.д.).
Рассматриваемую краевую задачу охарактеризуем двузнач­
ным -шелом , где л, = 4,2,3 и ^ = 1,2,3,4, причем номером 
1 обозначено свободное опирание, 2 - жесткая заделка и 3 - 
свободный конец. Если задача симметрична относительно цент­
ра балки ^ = 4, то достаточно рассмотреть лишь половину
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м к =
балки i^eCO^J. Этот случай отмечается второй цифрой ^ == 4. 
Таким образом, имеем вообще 12 типов краевых условий <од.
Для определения величин л, лл, CL0 , (Ч0, п , 0^ ,... 
. . . Л имеем следующие соотношения:
1) в действительных шарнирах должны быть выполнены ус­
ловия ^
№ 6= 0  = , (12)
где лZ П для К.= 4 ,
+ для к = 2,3..... - \, (13)
гГ«-Л да K = f\
(знак у предельных моментов следует выбирать по интуиции);
2) соотношение (9);
3) краевые условия.
Таким образом, получается линейная система с одинаковым чис­
лом уравнений и неизвестных.
При наличии неизвестного шарнира для определения коор­
динаты ос̂ надо решить нелинейное уравнение ОДос̂) = 0 при 
помощи некоторой численной процедуры.
В качестве примера рассмотрим вариант граничных условий 
12 и допустим, что в балке имеется £ действительных шарни­
ров. Так как опоры не могут смешаться в вертикальном направ­
лении, то -6 = = 0. Краевые условия при ^ = 0 дадут И0= 0. 
Дальше надо рассмотреть два подварианта:
1) Если пластический шарнир возникает при ^ = 2, то 
М(2) = ± /I * Неизвестными являются £ + 2 угловых ускоре­
ний <ь и величина 0,о. Для определения этих величин имеем
I + а условий (12) и уравнение (9).
2) Если в сечении £ = 2 шарнира не будет, то краевое 
условие для момента М (2) заменяется равенством С^Л= 0 и 
число уравнений (а также неизвестных) теперь I + 4.
Полученное решение должно удовлетворять следующим тре­
бованиям:
I) Энергия диссипации на шарнирах должна быть положи­
тельной, т.е.
(14)
где символами обозначены угловые скорости на шарнирах 
Предельные моменты 1М̂ вычисляются по формулам (13). В случае 
модальных движений имеем с-ь : ̂ . м= : ̂ - 1  * ® Фазе нагРУ~
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женил движение балки ускоренное, и величины одина­
ковы по знаку, причем неравенство (14) представляется в виде
В фазе инерциального движения, а также в случае импульсного 
нагружения движение балки замедляется и величины оо̂, 
различаются по знаку, поэтому
tI6)
причем в неравенствах (15)—(16) О̂0 - С̂,и = 0.
2) Изгибающий момент не может превосходить предельного 
момента, т.е.
im  с о и  г * ,  (17)
где ^ ^ * к= i ,2,,., ,п - 4 .
Если хотя бы одно из неравенств (14) и (17) нарушается, 
то выбранный нами вариант распределения действительных шар­
ниров не подходит, и придется выбрать некоторую другую ком­
бинацию пластических шарниров.
§ 3. Определение остаточных прогибов
В случае силового нагружения возьмем *С»И<̂,<тг) = f(^), 
где функция f(^) определяется на основании формулы (8). Так 
как скорость балки и прогибы при %  = 0 равны нулю, то в мо­
мент снятия нагрузки х = Z получим
^ , 1 - 1  =  {(£), *>Г5И-) (18)
В стадии инерциального движения имеет место некоторая другая 
мода движения ,*х?) = ^ ( ^ ) .  Обозначая скорость для
этой моды символом л>+ = tly(^ ,1+), получим
(19)
+ 'и+С̂УСи -1) + £ -/0  .
Движение прекращается при аХ.̂тг,) =0. Из первого 
уравнения системы (19) находим время движения
=  4 - %  , (20)
где X  = <t̂ ( £,)/ g( £,); остаточный прогиб <ц\( Ц) = <т*И ̂  ) 
находим из второго уравнения (19): J
<иу(0= - A? - (21)
В случае импульсного нагружения фаза нагружения отсутст­
вует. Функция £(£,) задана (поле начальных скоростей извест­
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но), а функция определяется из уравнения (8). Форму­
лы (20)-(21) получают вид
(22)
Следует еще определить множитель Я. Дж.Мартин и П.
Саймондс [I] показали, что метод модальных решений имеет




Так как у(̂  , 1+) = \ ^ ( ^ )  и ^ И-) = ( % ), то из 
(23) получается, что
X  =  < к / Л г 7 (24)
ГД6 ^ 2
и = ̂  тС^§гС ?и ^. (25)
Решение, найденное методом модальных движений, может 
оказаться в фазе инерциального движения неединственным. В 
случае импульсного нагружения в работе С21 рекомендуется вы­
брать из всех возможных решений то, для которого величина 
Д = имеет наименьшее значение (в этой формуле симво­
лами JC и X *  обозначены начальные кинетические энергии 
действительного и модального движений). Этот критерий приме­
ним и в случае силового нагружения, если величины J l и М *  
истолковать как кинетические энергии в моменты времени х =  i- 
и /г = /1+. Так как решение в фазе нагружения единственное , 
то для всех сравниваемых решений величина 1C имеет одинако­
вое значение, и наш критерий получит вид X*=*vvoo<. В дан­
ном случае „ . .DC* = Х %  (26)
где величина вычисляется по формуле (25).
Решение задачи о динамическом изгибе этим и заканчи­
вается. В случае оптимизационной задачи придется найти та­
кие параметры ^  , чтобы
nrvCOX Ач>р (£) ■= /hvÕ«V .
Для этого надо добавить в пакет программ еще оптимизацион­
ную программу.
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§ 4. Пакет программ ДИНОПТ
Для решения описанного задания составлен пакет программ 
ДИНОПТ на языке Фортран-IV. Пакет состоит из II программных 
модулей. Начальные данные (координаты возможных шарниров,от­
носительные толщины балки, знаки предельных моментов, рас­
пределение нагрузки или начальных скоростей и т.д.) вводятся 
с перфокарт. Сразу можно решать несколько задач. Максималь­
ное число возможных шарниров tv = 8. Координата неизвестно­
го шарнира определяется методом Мюллера. Для вычисления 
интегралов (25) используется метод Симпсона. Время движения 
и остаточные прогибы при импульсном нагружении вычисляются 
по формулам (22), а в случае силового нагружения - по форму­
лам (20) и (21). Если решение неединственно, то выбирается 
вариант, при котором величина 3(* (см. формулу (26)) имеет 
максимальное значение.
В качестве применения пакета ДИНОПТ рассмотрим два сле­
дующих примера:
Пример I. Консольная балка состоит из трех сег­
ментов, безразмерные длины и высоты которых указаны на рис.
2,а. К балке приложены равномерное давление |% = 3 и сосре­
доточенная сила Р = 3, причем в момент времени %  = i эти 
нагрузки снимаются. Надо найти остаточный прогиб.
В ходе решения выяснилось, что в фазе нагружения плас­
тические шарниры возникают в сечениях ^ = 0, Ц = /1,0и ^ =
= С,5. В фазе инерциального движения возможны два решения: 
в первом случае шарнир возникает в сечении £ = 0, а во вто­
ром -'в сечении £" = £. Распределение изгибающих моментов и 
кривые остаточных прогибов даны соответственно на рис.2,б и 
рис.2,в (кривая I соответствует фазе нагрузки, кривые 2 и 3 
дают решения в фазе инерциального движения). Вычисляя вели­
чину -Л* для обоих решений, получим £ = 5,24 и 4,98 . 
Следовательно, решение с шарниром при Ц = 0 (кривая 2 на 
рис.2,в) предпочтительнее.
Пример 2. Рассматривается изгиб двухступенчатой 
балки под действием равномерно распределенной нагрузки 
= 15. В сечении ^ = 1,5 приложена сосредоточенная сила Р =
= 30. Балка изображена на рис.3,а.
В промежутке ^ е (0,5 ; >1,5) появляется шарнир с неиз­
вестной координатой; после решения уравнения = 0 
получим, что в фазе нагружения = 1,05, а в фазе инерци­





в сечениях ^  = 0 и ^ = !,5 - в фазе нагружения, а в сечении 
^ = О - в фазе инерциального движения.
На рис.3,6 изображены распределения моментов М($р: 
пунктирной линией - в фазе нагружения, а сплошной линией - 
в фазе инерциального движения. На рис.З.в изображено распре­
деление остаточных прогибов в момент времени прекращения 
движения.
Пример 3. Рассмотрим балку левый конец которой за­
делан, правый - свободно оперт. Задано поле начальных ско­
ростей Размеры балки и распределение скоростей ука­
заны на рис. 4,а-б. Решение в данном случае единственное ; 
пластические шарниры возникают при ^ ~ 0  и|= 0,7.Изгибающий 
момент и остаточный прогиб представлены на рис. 4,в-г.
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Automatic calculation for dynamic 
bending of rigid-plastic stepped beams
O.Lepik and M.Just 
Summary
Rigid-plastic beams of piecewise constant cross-sec­
tions are considered. The ends of the beams are simply sup­
p o r ted, clamped or. free. Two types of loading are taken in­
to consideration: (i) distributed or concentrated loads are 
a p p l i e d ;  (ii) the initial velocity field is prescribed. Ma­
k i n g  use of the method of mode form motions the locations 
of plas t i c  hinges a n d  residual deflections are calculated.
For automatic calculation of such beams a packet of 
„Fortran" programs DINOPT has been put together.
Three examples are given.
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ОПТИМИЗАЦИЯ ФОРМЫ ИМПУЛЬСИВНО НАГРУЖЕННОЙ 
ДВУХСТУПЕНЧАТОЙ ЖЕСТКО ЗАДЕЛАННОЙ БАЛКИ
К. Соонетс 
Тартуский государственный университет
Вопросы оптимизации динамически нагруженных ступенчатых 
балок рассматривались в статьях [1-53 . Был использован при­
ближенный метод модальных решений, и лишь в [5} решалась за­
дача с учетом нестационарных пластических шарниров. В насто­
ящей статье используются и точный и приближенный методы изу­
чения движения ступенчатой балки с целью выяснения приемле­
мости и точности метода модальных решений.
I. Исходные уравнения. Рассмотрим жестко заделанную 
балку двухступенчатой толщины, размеры которой указаны на 
рисЛ, ширина балки В. Материал балки считается жестко-плас­
тическим с пределом текучести o'. Балке сообщается постоян­
ная по длине начальная скорость Vc . Следует подобрать гео­
метрические характеристики А и ')f"= К| /н̂так, чтобы среди 
балок равного объема V = 2В[АИ,) + (L - A T h J  = или
I) остаточный прогиб в середине балки или 2) суммарный про­
гиб достиг бы минимального значения. Из-за симметрии доста­
точно рассмотреть лишь половину балки. Координаты указаны 
на рис Л.
Дифференциальные уравнения движения элемента балки при 
отсутствии внешних сил имеют вид:
ai
Ок. сv t  dJL
где G, и М - соответственно перерезывающая сила и изгибающий 
момент, cf - плотность материала, W  - прогиб и т - время.
Дальнейшие рассуждения проводим в безразмерных величи­
нах
X  A  L  п _ М t _ H C l )
У. = -- CX - --- , 0 — ----  Ьс « ПЪ — ----  . 7Ь — ------ ,
L  L  ^  М Мо а ’ Н г
W  —
2




Уравнения (I) примут в безразмерных величинах вид:
| ^ = о .  (2)
Эо( д* у
К уравнениям (2) принадлежат дополнительные условия: 
<^(0,i)=0, пъ(1 ,t) = -1; 4Л(х,0) = 0 9 = 1;
пл(0, i) =• oj-C'Ut) = 'il'-C'l Д) = 0 
и условия непрерывности величин op, w v , aj- в точке о< = а ,. 
Согласно модели жестко-пластического тела в утолщенной час-
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ти балки |m,(oOU 'р8'» в тонкой части
Известно, что в импульсивно нагруженной балке появляет­
ся на опоре пластически! шарнир, который перемещается к се­
редине балки. Анализ показал, что в ступенчатой балке под­
вижный шарнир на первом этапе дойдет до сечения х = а, а за­
тем на втором этапе возможны различные схемы деформирования 
в зависимости от параметров балки. Проанализируем оба этапа, 
задавая кинематически возможные поля скорости прогиба, инте­
грируя основные уравнения (2) и удовлетворяя дополнительным 
условиям. Получим распределение усилий, продолжительность 
отдельных этапов и распределение прогибов. В конечном счете 
находим момент прекращения движения балки ^  и соответствую­
щее этому моменту распределение остаточных прогибов w C x ;̂ ). 
Затем иожно решать задачу минимизации прогибов в зависимости 
от геометрических параметров &  и ^  .
2. Первый этап деформирования. Изложим анализ первого 
этапа движения балки подробнее и приведем результаты для вто­
рого этапа в более сжатом виде.
Возникший в заделке пластический шарнир займет положе­
ние <6 = /,(-£), ct ̂  Л ̂  1 . Кинематически возможным является 
поле скоростей прогиба (рис. 2а)
1 , 0  ̂  ^ /s ,
(3) 
1 ~ х1 -/>
По (3) находим ускорение, подставим в уравнения (2) и проин­
тегрируем с учетом дополнительных условий. Получим изгибаю­
щий момент
< Л ( 1 л ■ » )
Условие пгШ = -I дает дифференциальное уравнение относи­
тельно />(£) с начальным условием <б(0) = I. Решением являет­
ся закон перемещения шарнира
42. Ъ
= Д(-1-cut/a , когда шарнирПервый этап кончится в момент 
достигнет сечения х = а.
Интегрируя (3) по времени, узнаем распределение прогиба 
и в момент ta имеем:
ЪУ,
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3. Второй этап. Первый тип. Если изгибающий момент в 
утолщенной части |/rvСо<)I < , то она движется и дальше, 
как твердое тело, и в точке х = а сохраняется стационарный 
пластический шарнир. Кинематически возможное поле скоростей 
прогиба имеет вид (рис. 26):
«Kt), X 4 СС
А - х
i K Ь) ------ , х
А -а
Интегрирование уравнений (2) даст распределение изгибающего 
момента, и условие Лгъ(1) = -I приводит к дифференциальному 
уравнению qlv-= -6 с начальным условием v-(t0) = 1. Получим
* \ ~ —  (i - , ос=Д(̂ а)(ЗаГ-а ^). (6)
Приращение прогиба при первом типе движения определим из (5) 
путем интегрирования по времени с учетом (6). Момент прекра­
щения движения балки получится из условия ) = 0, откуда
i = t + « / / £ •  Приращение остаточного прогиба имеет вид:
\ <Х
, Х4 Ob,
-1Z > » (7)
ос 4 —  х , х >  <х,
V.'l/l 4 -  со о
Первый тип деформирования возможен, если т,(о) ̂ ^  , и 
момент по длине убывает. На плоскости параметров а реа­
лизуется первый тип в той области, где выполняется неравенс-
( ̂ ^_/j)(/j_<x)(T)a.̂ v +  -  cO-i-jpa* >0. 
и легко проверить, что на отрезке fO,a] действительно т 7<0.
4. Второй тип. Этот тип движения распадает на две фа­
зы. В первой фазе существуют стационарные шарниры в сечени­
ях х=а и х=0, то есть -т/ (o') - ̂ , гиЛл) = /\, Правая половина 
балки распадается на два звена, и поле скоростей имеет вид 
(рис. За): (
_)(4 -  cc) + (сс ~ х ) 0 , ос ^ съ, (9)
[(-1 ~ ö<)cj> , Х>/СЪ,
где cf и Q  - угловые скорости звеньев.
Первая фаза дяится до тех пор, пока 4J-4ct_ ̂ ) ~  
откуда следуетч что, начиная с момента tA, имеет место ра­
венство , и во второй фазе правая часть балки 
движется, как одно целое, до остановки, и в сечении х = О 
существует стационарный шарнир; поле скоростей имеет вид 
(рис. 36): ^(tX'f- >). (ХО)
Па?
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Интегрирование уравнений (2) даст распределение момента 
и решение системы уравнений гпЛа.) = I, *n.(I) = -I опреде­
ляет угловые ускорения ср , б . Для обеспечения выпуклости 
формы поля скоростей прогиба должна угловая скорость 0 быть 
возрастающей, и, следовательно,, Q > 0. Кроме того, экстремум 
изгибающего момента должен находиться в точке х = 0, и по­
этому 4п/'(О)<0. Из этих требований следует, что второй тип 
возможен при несоблвдении неравенства (8) и соблюдении не­
равенства >/ 0. (II)
Начальные условия при нахождении угловых скоростей следую­
щие: 0 СО - 0 , «ftO® А / ( А  ~<х) . Первая фаза кончится в мо­
мент = i0+t(/t-ct’)(© - . Приращение прогиба за 
первую фазу будет равно
( Z-a,-x)Q -(4-0/^у
г ( А - а ? { ё - ? ) г
^  ' i (и-хК2.ё-гр) (12)
г(4-сОг (© - f )
Во второй фазе находим изгибающий момент из (2), имея 
скорость в форме (10). Функцию определим из условия 
*>г(1) = -1 с начальным условием и получим
, ,ч ё >3('1 + Yv2') , \
п--- - - — ---- -— h - ---- ^  ( ' t - ь , ) .
{a ~cO(ö-<f) АСтР'-СТ'- M - o O  j
Движение прекращается в момент t ^ , и приращение прогиба за 
эту фазу равно
З ^Л )= —  * 1(Ьл) ( Л ' Х ) .  (13)
f 6 0-+Т  )
5. Третий тип. Этот тип второго этапа складывается из 
трех фаз: I) стационарные шарниры находятся в сечениях х = а 
их =$г0 , причем 0<>6'о< Сс; 2) шарнир в х = а исчезает и 
второй шарнир перемещается из сечения х = Л0 в сторону цент­
ра балки; 3) в центре имеется стационарный шарнир до прекра­
щения движения балки.
В первой фазе зададим поле скоростей прогиба в форме 
(рис.Зв)
■ J a ' /  i\ / , •> / /  л \ )  (14)
(А- v ) ( 4 - \ * V ( 4  - Сс)> X  >  CL
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Условия для изгибающего момента 1п.(а) = I и *л{1) = -I слу­




, , , ч* Ü  ~ О  1 
______ 4 (4 - а,)
9 ^, +*£) ~ 3 ^ Y  у* *»-4
Третий тип возможен, если 0<&-о< си, и это выполнено 
при несоблвдении неравенства (II).
Первая фаза кончится в момент ^  , когда /и> (ot_ 7"6, V  
= 4̂ ла+)^)и  приращение прогиба за эту фазу равно 
А, . 0 $х ^1-л
%
%  » 
А,
(/1 - х), х У/ а.
(15)
Z H - O
Z(4-OC/»-oC) 
л =  ^г (а~Ц 3 
я ‘
Во второй фазе пластический шарнир движется из начального 





./IN J - M )
функцию к{%) находим путем решения дифференциального урав­
нения, получаемого из условия уп(1) = -I. Получим
t - t - A(fe-ž-) r-f-, л._ Cf - ' O Q - a V ’-j 
** i O + Y 4) 1- г " ' u - i r ^ - i r )  -1’ 
откуда определится и момент окончания ̂второй фазы (U^)=0).
Нахождение прогибов непосредственным интегрированием 
(16) затруднительно. Поэтому используем преобразование /&■(&) = 
= 1дл*х(дЬ и получим







Теперь нетрудно найти приращение прогиба за вторую фазу 
1 i- + I 7 7 7  i- * х < &0 >
х (17)
«л-..
В третьей, заключительной фазе существует в центре бал­
ки стационарный шарнир и поле скоростей прогиба имеет вид 
(рис.36) ( Л - х') . Дальнейшие рассуадения аналогичны
второй фазе второго этапа с начальным условием Дви­
жение прекращается в момент и приращение прогиба
/ к , - 1 - х ) .  (18)
Остаточный прогиб находится путем суммирования прираще- 
ний прогиба на первом и втором этапах, например, при третьем 
типе деформирования
•иуЫ , ЬЛ = (.*>-0 + /и̂Сх,t^r ̂ ( х + *
Также можно найти интегральный прогиб по длине балки.
т
б. Модальное решение. Рассуждения были проведены и 
методом модальных решений в духе статьи ГзЗ . В настоящем 
случае выбиралось поле начальных скоростей четырьмя различ­
ными способами: I) приравнялись начальная кинетическая энер­
гия балки с кинетической энергией балки при Поле скоростей в 
модальной форме, то есть
Я L Л L о
Н I V^oLX + Н, $ V* d X  = н 5 й/2Я Х  + Нг 5 w  eCjf;
о А О А
2) приравнялись начальные импульсы; 3) равными считались мо­
менты импульса относительно заделки; 4) начальные угловые 
скорости определились согласно способу, предложенному П.Сай- 
мондсом и Дж.Мартином в [б] :
f\ L А I—
н( ] v , w d x  + н, J v0 W « = t J e f w  <а +н Л Л г .<19)
О fl о  л
Поле скоростей прогиба задавалось в виде (9), который
можно представить в форме
— сх, + X  (<Я/ - х)3 ; X  ̂  СЪ ,
где согласно методу модальных решений ö/<f> -  б/£р = Х = const. 
Проинтегрируя уравнения (2), приходим к системе
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m ( a )  - fKv(O) =  ~  Д -+ 3(4 -съ)0р] , 
- 4 -tw{ 6 i ) = ~  A M -  л )[3а ^ 0  + 2,(4-л)(За,̂ч- <-съ)̂ 1.
В зависимости от параметров балки возможны три различных ва­
рианта деформирования: I wv(0) и "Хз/1; II Wo^-jp' 
Ьг(сО=4 и Х= 0; III яг ( О ) « - - и О < Х < /1. Из равенств 
для моментов находим угловые ускорения, неравенства для мо­
ментов определяют на плоскости параметров а-'р границы воз­
можной реализации отдельных вариантов. Оказывается, что су­
ществует малая область, где могут реализоваться все три ва­
рианта деформирования.
Остаточный прогиб в центре и интегральный прогиб следу­
ющие . 2, . £
O'1 -аЛ + Лаг).
7. Анализ численных результатов. В дальнейшем типы 
деформирования для точного решения обозначены арабскими, для 
модального решения - римскими цифрами. На рис.4 указаны гра­
ницы областей отдельных типов деформирования. Области типов 
d и II совпадают, граничная кривая определена равенством 
(8). Кривая раздела областей типов 2 и 3 определяется ра­
венством (II), тип 2 реализуется в сравнительно узкой облас­
ти. Область неединственности модального решения примыкается 
к кривой с крестиком на стороне области типа 2 и она очень 
узкая - в направлении оси абсцисс не превышает 0,02. При ти­
пе 4 длительность второго этапа (стационарный шарнир) сос­
тавляет 85-95 % от полного времени движения и на этом этапе 
доля прогиба в центре от полного прогиба около 75-95 %. При 
типе 3 занимает третья фаза (стационарный шарнир в центре) 
от полного времени движения 2/3 и больше и за эту фазу на­
бирается около 0,5 от полного прогиба. Поля скоростей про­
гиба в этих фазах совпадают по форме с соответствующими по­
лями скоростей модального решения. Поэтому в области типа I 
по прогибам модальное решение в хорошем согласии с точным.
Если начальные скорости определены способом Саймондса или 
приравниванием моментов импульса, то невязка не превышает 
10 % и вблизи граничной кривой не больше 1-3 %. В области 
типа 2 может расхождение доходить до 20 % (эта область уз­
кая!), в области типа 3 колебается около 10 %, Сильно пре­
увеличенные прогибы дают способы приравнивания кинетических
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энергий и импульсов - даже 1,5-2 раза. Отметим, что в статье 
[3] на рис.З области вариантов I и 2 перепутаны.
Минимальный прогиб в центре балки mü v ' u K o ^ p  = 0,1441 
в точке а = 0,3877, ^  = 1,2000, которая лежит на граничной 
кривой области I (крестик на рис.4). Назовем эту кривую кри­


















Это оставляет определенную свободу при выборе параметров 
обеспечивающих проект, близкий к оптимальному. Для балки 
постоянной высоты прогиб в центре |0 = 0,1666 и fT /f0 = 0,86. 
На рис.5 указан характер изменения остаточного прогиба при 
фиксированном параметре а. Приведена и аналогичная кривая 
при модальном решении по способу Саймондса. Точка условного 
минимума прогиба при фиксированном значении а при модальном 
и точном решениях совпадают. В точке 1,2 и а = 0,388 
модальное решение неединственное (при типе I имеем =
= 0,181, II - ^ = 0 , 1 4 7 ,  III - 0,166). Глобальный,
минимум по способу Саймондса единственный минимум на кривой 
оптимальности и совпадает с минимумом точного решения. Там 
же экстремум по способу момента импульса. По остальным двум 
способам глобальный минимум в другой точке кривой оптималь­
ности и прогибы меняются вдоль этой кривой очень медленно .
В таблице 2 приведены минимальные прогибы, в последнем столб­
це отношение модального прогиба к прогибу точного решения 
при одних и тех же параметрах балки. В случае двух последних 
способов в нижней строке приведены еще прогибы в точке мини­
мума точного решения.
Если за критерий оптимальности принимать интегральный 
прогиб, то ступенчатая балка не имеет преимуществ перед бал­
кой постоянной высоты - максимальный выигрыш около 4 % и это 
достигается на границе области 3. В других областях нет вы­
игрыша. Интегральные прогибы по модальному решению при спо­
собе момента импульса и Саймондса левее кривой 3 (рис. 4) 
имеют заниженные значения по сравнению с точным или близкие 
к нему, при способах кинетической энергии и импульса сильно 
повышенные значения. В области 3 подальше от граничной кри-
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По Саймондсу 0,388 1,200 0,147 1,02 1,02
Момент ими. 0,388 1,200 0,140 0,97 0,97
Импульс 0,528 1,386 0,196 1,32 1,36
0,388 1,200 0,218 1,51 1,49
Кинет, эн. 0,528 1,386 0,171 1,15 1,19
0,388 1,200 0,180 I  25 I  23
В заключение скажем следующее. Оптимальные параметры 
балки следует искать на кривых оптимальности (кривые раздела 
между отдельными областями деформирования). Это облегчает 
значительно вычислительную работу. Метод модальных решений 
даст хорошую точность при оптимизации и может быть также ус­
пешно применен для исследования движения балки, если поле 
начальных скоростей выбрано по способу Саймондса. Ступенча­
тая балка имеет преимущества перед балкой постоянной высоты, 
если нужно уменьшить максимальные прогибы и не даст эффекта 
для уменьшения интегрального прогиба.
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Optimal design of two-stepped, clamped 
beam under impulsive loading
K.Soonets
Summary
A two-stepped beam with clamped ends under impulsive 
loading is discussed. The material of the beam is regarded 
as rigid plastic. Optimal values of beam parameters for 
which the permanent deflections are minimal must be found 
on the condition that the volume of the beam is prescribed. 
For the problem in question exact and mode form solutions 
are found. It follows from the calculations that the method 
of mode form motions guarantees the exactness which is ful­
ly sufficient for practice.
ОПТИМИЗАЦИЯ ЖЕСТКО-ПЛАСТИЧЕСКИХ БАЛОК 




Задача оптимального проектирования жестко-пластических 
динамически нагруженных балок со ступенчато-постоянной тол­
щиной исследована Ю.Лепиком и З.Мрузом [23 . В этой работе 
объем считается заданным, минимизируются остаточные прогибы. 
Поставленная задача решается.при помощи метода модальных ре­
шений, представленного Дж.Мартином и П.Саймондсом [4] .
В настоящей работе ограничиваются случаем импульсного 
нагружения. В таких задачах возникает всегда вопрос о выборе 
начального поля скоростей. В работе С 2j начальная скорость
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для модальной задачи получена из закона сохранения механи­
ческой энергии балки. В данной работе этот вопрос решается 
путем приравнивания I) начальных кинетических энергий,
2) начальных количеств движения балки, 3) начальных момен­
тов количества движения относительно центра балки, 4) на­
чальных моментов количества движения относительно опоры.
I. Постановка задачи. Рассмотрим балку длины 7.1, сту­
пенчато-переменной высоты А и прямоугольного сечения шири­
ной ЕЬ (фиг.1а). Материал балки считаем жестко-пластическим 
(без упрочнения). Предполагаем, что балке сообщена некая им­
пульсивная нагрузка, величина которой считается заданной. 
Следуя идеям работы Г41 , применит.! метод модальных решений. 
Согласно этому методу, поле скоростей представляется в сле­
дующем виде:
'Ц / С х / О  = ^  , ( I . I )Л/
где /uh (хД) и .4ль(хД) обозначают прогиб и скорость элемента бал­
ки, v ^ O O  - пространственная мода, - функция, зависящая 
только от времени. Этот метод значительно упрощает решение 
проблемы и нашел широкое применение в задачах оптимизации.
Задача оптимизации состоит в определении параметров 
oL-ci/i и зр-̂/А̂так, чтобы при заданном объеме V остаточный
а)
Фиг. I Фиг. 2
прогиб в центре балки в момент прекращения движения был бы 
минимальным. Балка может быть свободно опертой или жестко за­
щемленной. Пластические шарниры в балке появляются при дос­
тижении в некоторых сечениях предельного момента 
где <3̂  - предел текучести материала. Шарниры могут возни­
кать в точках изменения толщины и в центре балки А. В слу­
чае жесткой заделки шарниры возникают и на месте защемления. 
При изгибе ось балки принимает форму, указанную на фиг. 16. 
Скорость прогиба определяется формулой
./ [U-cc)w(t) + (cb-xjfrU), xctOjO-1,
'UHx .w H  т _ (1.2)
2. Решение основных уравнений. Уравнения движения бал­
ки имеют вид:
ЗМ о of e - t U x W ,  (2.1 )
д х  2.x
где 0-<й(х,£)и соответственно перерезывающая сила и из­
гибающий момент, у - плотность материала. Эти уравнения бу­
дем интегрировать при следующих граничных условиях:
МСО=0( (2(0) = 0, (2.2)
М(£)=~М0, &(0) = 0, (2.3)
Первое из этих условий соответствует свободному опиранию 
балки, второе - жесткому закреплению. К этим условиям при­
бавляются еще условия непрерывности величин М и й в точке
Х = а: М(съ+0) - MCcx-Cf), (2.4)
оЛо-ч-о) - а(<х-о).
Результаты этих вычислений могут быть в случае свобод­
ного опирания представлены в виде
М(0) - - Аз'у)/̂  , (2.5)
М(сС)= ь С3-у)/̂  ■>
где обозначено
С 2 ) ^ ( Z ~ o O  + ,
~ ЗуосЛО-оО),
£$ -  Z  (3<Л,^ -  а, +  О О  -  ос)2*.
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Моменты, определяемые формулами (2.5), не могут превышать 
значения предельных моментов, т.е.
M ( 0 H i - ß e ^ ,  (2-6)
Перейдем к следующим безразмерным величинам:
"  '4*1* Б ’ N ; N  *
Неравенства (2.6) можно тогда с зачетом (2.5) переписать в
ввде: А , Р  + A3R  £ r V A  , (2.7) 
С , Р +  C j R i  4 / Д  , (2.8)
где А-=4-00+сСоответствующая система неравенств для 
жесткого закрепления имеет следующий вид:
А „Р  +  A 4R &  qp ^L l , (2.9)
e , p + C i ß ^ - ^ -  (2Л0>
д
Как видно, системы неравенств (2.7)-(2.8) и (2.9)-(2.10) от­
личаются друг от друга лишь правыми сторонами. Это обстоя­
тельство позволяет для получения численных результатов вос­
пользоваться одной и той же программой.
При анализе возможных пластических механизмов оказа­
лось, что в рассматриваемом случае возможны три следующих 
варианта:
I. Пластический шарнир возникает только в центре балки 
(фиг.2а). Отметим, что в случае жесткого закрепления имеем 
всегда шарнир и в точке защемления. Тогда и P = R  ив 
формулах (2.7) и в (2.9) следует принять знак равенства. Не­
равенства (2.8) и (2.10) должны быть выполнены.
II. Пластический шарнир возникает только в сечении С 
(фиг.26). Тогда/0'=Р=0 и величина R  вычисляется соответст­
венно из формулы (2.8) или (2.10). Неравенства (2.7) и (2.9) 
должны везде быть выполнены.
III. Работают шарниры А и С (фиг.2в). Тогда (2.7) - 
(2.8) и (2.9)-(2.10) превращаются в системы уравнений, из 
которых можно найти ускорения Р й R  .
3. Нахождение остаточного прогиба. Остаточный прогиб 




г д е П о  идее метода модальных решений величина 
является постоянной. Так как и t'(b)- tonst , то путем инте­
грирования получим
£(*> *#+ # (о), Ш')=-|*1^ + tü(o).
Момент остановки балки получается из условия сле­
довательно ,
4. _  & «Я
* &  '
Таким образом, остаточный прогиб центра балки х = 0 равен
• <3-2)
т А. 1 С
Искомую величину <&(С) определим четырьмя способами. Сперва 
предположим, что в момент времени t - 0 балке сообщена кине­
тическая энергия К 0 , величину которой считаем известной
К0 = В ^ОО ^Сх .о 'Ых . (з.з)
Подставляя (1.2) в выражение (3.3), после интегрирования по-
^  _ д к д ^ м
#  РСЗ-̂ С̂Д-осУ'ы. + 5/Л^ -oi)ô  +• -jptx3 ■+̂Li(/|-olfl
Функцию (3.2), подлежащую минимизации, можно привести к виду
F ^ ’T ’R 'P ) > (3-4)
где через Г  обозначен функционал
г~с ^  (4~oG)R + o o P 1 &  (3.5) 
r w ^ K j r ) * -----------------------------------------------
3<я ф(л -  ос)г  R г + 2>ос̂ (̂  -oOR Р + Рг^обЬ+ (л-°£)ъ
Для оптимального проекта должно быть F(oc/y% R,P)=mi>b. 
Параметрами, подлежащими минимизации, являются ос и Уско­
рения R h Р вычисляются из систем (2.7)—(2.8) или (2.9) - 
(2.10) в соответствии с тем, какая форт прогиба реализуется.
Задавая вместо кинетической энергии К0 начальный им­
пульс балки , придем к следующему функционалу:
£У о ________ CC^~oc.)R +  <x/Pj Дг_________  (3.6)
Приведем без вывода и функционалы, полученные приравни­
ванием начальных моментов импульса, вычисленных относительно 
центра и крайней опоры балки.
г/ р  р\= _____________ CC/l-oOR-i-o-PJA*_____________ (3.7)
а > т ’ ’ (/ (-«.V 1 +р^«.3 +з(ад-*)г - гед-«.)г1г  ’
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С/ г» р \ _ ___________ С (И ~<x)R  +  (РОр]Аг , 
’ Dtt(-l-**>R-4(/t-ots) R 4 6 o < * & - o O P 3 a -' '
4. Численные результаты. К настоящее времени имеются 
и точные решения поставленной проблемы. Для свободного опи- 
рания они были получены в работе [з! , для жесткого защемле­
ния - в работе [I] . Отметим, что решение задачи в точной 
постановке является математически довольно сложным - нужно 
учесть и возможность перемещения шарниров. Поэтому, как это 
кажется авторам, сохраняет свою актуальность и решение задач 
оптимизации методом модальных решений. В приложенной таблице 
приведены оптимальные значения параметров для разных видов 
функционалов (3.5)-(3.8).
Символами £  иХ обозначены соответственно момент им­
пульса относительно центра и опоры балки.





к  = к с . 0,82 1,79 0,53 1,39
Р=Ро ■ 0,84 1,89 0,68 1,72
Sß-dßo 0,83 1,84 0,82 2,33
0,52 1,21 0,33 1,15
Точное решение 0,79 1,66 0,43 1,25
Анализ численных результатов показал, что во всех слу­
чаях минимум был найден при выполняющемся типе II. Тип III 
всегда выполнялся только совместно с типами I и II.
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Optimal design of rigid-plastic stepped beams 
under dynamic loading
E.Sakkov and G.Slavin 
Summary
The problem of optimal design of rigid-plastic beams 
under dynamic loading was considered by U.Lepik and Z.Mroz 
[2З * In this paper the beam's volume has been considered 
as a constant, a minimum of residual deflections was sought. 
The problem under discussion was solved with the aid of mo­
de form solutions, presented by J.Martin and P.Symonds M .
In the present paper the case of impulsive loading is 
considered. In such cases the question concerning the choice 
of initial velocity field always comes forth. In paper 
the initial velocity for the modal problem was found from 
the equation of the energy balance. This paper solves the 
problem by equalizing 1) initial kinetic energies, 2) ini­
tial . impulses of beam, 3) initial angular momenta of 
beam.
The cases of simply supported and clamped beams are sol 
ved. The optimal parameters of the beam are determined.
40




Одним из самых простых способов увеличения жесткости 
(уменьшения податливости) конструкции является построение к 
ней дополнительных опор. Расположение опор разумно выбирать 
так, чтобы критерий качества (например, максимальный прогиб 
или средний прогиб) был бы минимален.'
В случае статического нагружения задачи такого типа бы­
ли поставлены и решены в [7-1 оЦ . В работе £э! для пласти­
ческих балок выведено условие оптимальности, которое будем 
называть условием Прагера-Розвани. Определению оптимального 
расположения дополнительной опоры для динамически нагружен­
ных жестко-пластических балок посвящены работы £ I—4~J , £б1. 
Ю.Лепиком показано, что условие Прагера-Розвани остается в 
силе и в случае модального движения динамически нагруженной 
пластической балки [2] . Однако в случае балки, один конец 
которой свободен, точное решение удовлетворяет интегрально­
му условию Прагера-Розвани £з] . ,
В данной статье рассматривается задача оптимального 
расположения дополнительной опоры для пластической балки , 
оба конца которой закреплены и которой сообщена начальная 
скорость. С помощью вариационных методов теории оптимально­
го управления выводятся необходимые условия оптимальности. 
Показывается, что условия оптимальности можно представить в 
различных формах, в частности, и в виде интегрального усло­
вия Прагера-Розвани. Статья прежде всего имеет методический 
характер. Выработанная методика применима для решения ана­
логичных задач и в случаях осесимметричных пластин и оболо­
чек вращения.
§ I. Основные уравнения и предположения
Рассмотрим жестко-пластическую балку длины I , левый 
конец которой жестко заделан, правый - шарнирно закреплен. 
Пусть начало координат находится в центре тяжести левого 
конца балки. Допустим, что в начальный момент времени все
II
точки балки, (кроме опорных), имеют скорость dW(x,0')/^  =
= ,  гДе W  - прогиб, i - время. Поставим задачу 
найти такое расстояние 5  дополнительной жесткой опоры от 
начала координат, при котором средний (интегральный) оста­
точный прогиб имеет минимальное значение. Для удобства вве­
дем следугацие безразмерные величины:
Г- Х х- £  М
1  1  0 (I.I)
^  М oh MoW
^  “ iZ> tn я, '
JU,Ay0i
где М - изгибающий момент, М0 - предельный момент попереч­
ного сечения балки, /л - масса, приходящаяся на единицу дли­
ны. G помощью (1,1) запишем уравнение движения в виде
= cJo~ f (1.2)
где штрихом обозначено дифференцирование по ^ , а точкой - 
по -тт.
Искомое решение уравнения (1.2) должно удовлетворять 
начальным условиям
лл>(£\0)= 0, лК^,0)=ц>(£) ^ - 3 >
(где о̂бозначает скорость прогиба), а также 1фаевым усло-
,т) =  ~ ̂  ) *п(4 /с) = 0  .
Здесь и в дальнейшем предполагается, что индекс к, принимает 
значения d, 2, а ^ = 1, 2, 3, 4, причем /S0= 0, ^ = 6
Чтобы решить уравнение движения (1.2), придется задать 
кинематически допустимое распределение скорости прогиба, за­
висящее от некоторых заранее неизвестных функций времени pj» 
[б] . Допустим, что для точек
Ü;/T)e I V ’ где ” некотоРые области на плоскости 
(фиг.1), Š (̂тг) и ̂ (т 4)-неизвестные функции времени. Величи­
ны <*.. и (фиг.1) определяются соотношениями
. (1-5>
Предположим, что движение левой (Z = 1) и правой ( 1 * 2 )  час­
тей балки происходит в течение двух фаз [11 . Зададим ско­
рость прогиба для первой фазы в виде
Г <f ( ? ) ( ? - S e ü v *  >Чм-Д
<?Щ), ? е > n ai3 , (1.6)
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ы  ̂ * вС^ . » Л , т ,.
л>-(̂ ,т)=М v ч'~1 (1.7)
М  [et;,, /sj.
V * <=4 ~  А;
При этом в точках ^ = оо̂ имеем (*м/= ^);
"г&Ч ,-г)-/1 у (1.8)
Время движения левой и правой частей балки может быть раз­
личным. В момент прекращения движения скорость прогиба обра­
щается в нуль, т.е.
5 e C v i » 4 4 ] *  ( I - 9)
Заметим, что уравнение движения (1.2) имеет в областях 
D„0 и Бго(фиг.1) тривиальное решение
т -4 ,  cj, = 0, ^  = cf(^),' /ur = cfCp<r, (1Л0)
удовлетворяющее начальным условиям (1.3) и соответствующее 
распределению скорости прогиба (1.6).
В дальнейшем будет удобнее вместо уравнения (1.2) вос­
пользоваться системой
,/Чс10Сс >л)} С̂,т) е D^jCl.II) 
где переменные ьъ, , /иг, лу считаем непрерывными при всех 
( ̂  ,тг)€ int (фиг.1). Однако при переходе через линии 
^ = /> величины С ,̂ы' и -о-' могут претерпевать разрыв.
§ 2. Необходимые условия оптимальности
Поставленную задачу будем рассматривать как вариацион­
ную задачу теории оптимального управления с распределенными 
параметрами. Для выведения необходимых условий оптимальности 
составим расширенный функционал [б]
3 * * 3  +
л £j.
+f ^  -«■)+ Vij ̂  4j)№ dT>(2-1>
где 0 о̂значает минимизируемый функционал
3  ~ +  f.w-C ?,т22)сС ,̂ (2*2)
* h ^ „
а ^ ,..«> -уг . - сопряженные переменные в области D . * .
Для краткости записи в (2.1) опущены слагаемые с криволиней­
ными интегралами через линии Гу , ограничивающими области 
D / • . Эти интегралы позволяли бы учитывать на линиях Q ;4U «3
значения переменных <от, , /w-, лу, заданных формулами (1.4),
а для второй фазы в риде
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(1.6), (1.8) и (1.9). Но эти условия будем учитывать прямо 
при варьировании.
1,уоть Ц ' < i t x *•х 4’ 1 - ±
Как видно из фиг Л, могут быть функциями времени, а тгГ- 
могут зависеть +от ^ . В случае криволинейных областей h J  
величины и х -  определяются не единственно. Действи­
тельно, например, при можно выбрать либо
— *1/) (*Г ) » = ’f'l/i ~ ‘Т-ЛЛ * ^бо ~ °̂ л * —
^  ='Г/1/, > где функции ̂  = (̂тг) и т = ) вза­
имно обратные. Чтобы различать эти комбинации параметров <»д, 
будем обозначать через .̂̂ (тг) величину, которая может за­
висеть от «тг , но через - постоянную.
Вычисляя полную вариацию функционала (2.1) с учетом
(2.2), получим:
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L̂  ' YtJ W < ^  ’ ( 2 -3)
n l  J -  Л *
где дть - вариация переменной "й , а Дос- приращение парамет­
ра ос. Считая вариации <fw, £о ,̂ S^r, <Sv~ при (£j , й^ 
независимыми, находим с помощью (2.3) сопряженную систему
оУ [  = о .  ик! + v H. = о, у.̂ =о v.**. -  v-'b + V-2; - о. (2.4)Г<̂  Tvj ^  Т у  \ 3
Как в формуле (2.1), так и в (2.3) опущены двойные интегралы 
по областям 'D^0, поскольку согласно вышеуказанному ^ = I, 
2,3,4. Но в этих областях фазовые переменные определены фор­
мулой (I.10). + г
В формуле (2.3) величины и являются в случае 
прямоугольных областей D(3> и Dcj, постоянными. Они выражаются 
через л , °Ч . 4i  и В случае криволинейных областей 0 ^  
и l>iz к ним добавляются величины (‘Г). +
Вариации переменных m, , oJ- и v  на линиях ^ и
«г = т̂г* определяем по следующей схеме
■= т У i'Qi* , * ) ■ & $ * ,  (2 .5 )
, 'T±)-iC^J'r±)' A r 1 > 
где &*(žr,<r) и ü*(f , т-) - полные вариации на линиях 
^ = ^ ± и <т=-тг- соответственно.
Вычисляя полную вариацию функционала (2.1) с учетом
(2.3), (2.5), (I.4)-(I.II) и приравнивая к нулю коэффициенты 
при независимых вариациях, получим совокупность уравнений 
для определения сопряженных переменных и оптимального распо­
ложения дополнительной опоры. Коэффициенты при вариациях ве­
личин и отравны соответственно:
*°> (2-6)
^-1
и г р ±Л ?+
а * *
Независимость полных вариаций Av( £“ ,тСЛ), /W (  ̂  ,т )̂, 
f*t̂ ) и Д^О,!:), Aĉ (/V.,'X") приводит к условиям 
трансверсальности
Ч )  = - < . v £ f c , - 0  = ч Д ^ . О ,
У и ^°yV̂ ~ Ч|А "  YcZ ( т ) -  C i-  ,*г) - ( *■+ > г )  =
= Y 2V * v ^ y £  И ̂  ^  ■= С'- С2.а)
•2
Приравнивая к нулю множители при вариациях А и  в раз­
ложении (2.3), получим с учетом условий (2.8)
\-4  ̂ ^  ^  *i-1
о, (2-ю)
оС v ь ii << i,
!* V ,  W ^ f / S  *  ? < Й  Л - о .
Л, t <--1 «L • v J„
V-/\
Коэффициенты при ДоС̂в (2.3) равны
?  к  4 v *  * Ф Ш « - о т )  -
* ч ( * * 4 “* (2.Ш
Наконец, вариация величины /4 дает
I  «tO ‘lT +
+ f  См,т^(^,т) 4 f t *  Cf г У т ^]Л г +
- тж-т (Ц4-ЛУ
«• ® <х -Е
+ 5 [ ~ %чСь-тЦ(-4-т)+ Т ]̂а.тг +
Т&Я °̂2, Oto - Н, _
+  ̂ V ^У к У г , ( Z ^  °- 2' 2
Х7А /!> Ъ >
Уравнения (2i4), (2.6)—(2.12) представляют условия оптималь­
ности. Они позволяют найти сопряженные переменные и опти­
мальное значение величины >ь .
§ 3. Определение сопряженных переменных
Для того чтобы придать условию (2.12) бо̂ее простой 
вид , требуется определить переменные ц/̂  - я -̂ из системы
(2.4) с учетом (2.6M2.II). Решение уравнении (2.4), удов­
летворяющее условиям трансверсальности (2.9), имеет вид:
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3'
где 4ij обозначают элементы матрицы
■ А »  г 'S  -14 ■ 0 Л 0
. * * ^ 2 2 . *14 h Л .
А
(3.2)
Чтобы определить сопряженные переменные, надо узнать 
распределение начальной скорости ). Допустим, для прос­
тоты, что cf» = 4  , т.е. балке сообщена постоянная начальная 
скорость.
Вычисляя с учетом (3.1), (3.2) интегралы в формулах
(2.6), (2.7), получим:
% ,  = ...- 5 «ft* = -т -1 ------ (3.3)
~ "О
Ф лК" (3*4)
С помощью (3.1), (3.2) можно условиям (2.10) придать вид:
<Р. (т. Ул . " Л ._ , )К 0. (г. „) + (<*.."'S. -)Д .(т . ) ]  =
(3,5)
2 2>
(р'чЛ'Ч-̂  y i i f c i z )  -  ̂ 4^ •
Аналогично вышеуказанному, уравнения (2.II) примут вид:
Ц>1ъ К  ~ ~ ^ + (3 *6)
Заметим, что уравнения (3.61 удовлетворены, если 
Ч’аЛХ»*-'**-.)) =
С учетом (3.7) и (3.4) получим:
_  _  збг-тгО
Вычисляя гу и 4^ по методике, указанной в[д1 , С бЗ. 
находим:
* _  G_____  • __ G • _  3
*U ” ~ 4;.-/1 1 Ч*Г 1 . 0 ^  1 ~ л ; (3*9^
(3.7)
(3.8)
Ч ч  ’ V  Ъ Г *  ’ 1 ч ;
— £ *. “ 3-• ^ = (ТГ— ^г-
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i H i n ’ ' 4-ал*^«!- (ЗЛ0)
Интегрируя уравнения (3.9) с учетом условий трансверсаль­
ности (2.8), получим:
Подставляя функции сег- из (3.8) и (3.II) в (3.1), можно най-
-1 Ч Vти все сопряженные переменные . Хотя при определе­
нии функции мы непосредственно не пользовались условия­
ми (3.5), они все-таки удовлетворены. Действительно, сог­
ласно (3.8) последние два уравнения в (3.5) имеют вид:
СР-З(т-̂) = ср̂(Та) = 0, но первые два превращаются в тождест­
ва, если подставить и- и из (3.9) в (3.5) с учетом
(1.5). 3
§ 4. Оптимальное расположение дополнительной опоры
Условие для определения величины /> представляет фор­
мула (2.12). Придадим ей более простой вид. Вычисляя инте­




*  J^ ( л - M r  + = 0.
Так как (см. £l^ , Eßl)
«<*i,-ru > 2 T M , .  u -2)
/I t
~ ̂  Чг 1 ^  £ ̂  1 ^  (*+/г) -/b_oc“ > ̂ € fei >Tia);
(0 ^ € >r«)' 
то уравнение (4.1) примет вид:
(4.3)
Условие (4.3) означает, что движение левой и правой частей 
балки прекращается в один и тот же момент времени. При этом 
оптимальное расположение дополнительной опоры
,гУГ
'v '  'И-З-О’ (4-4)
Имея в виду (3.8), можно уравнениям (3.3) придать вид:
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Этот результат совпадает с результатом, полученным в £l3 
иной методикой. В случае оптимального значения имеем:
(4,5)
Вычисляя скорость прогиба и прогиб, можно проверить,' что
T « * " ЪТ"**'(*-,*) > <Pj,э= - ^
С помощью (4.3)-(4.6) условию (4.1) можно придать вид:
? V a u w ] o < / r  -  <4-7>
О "̂ЛА
где Их (лО = г(б+0) - х (4 - 0).
Непосредственная проверка показывает, что обе стороны ра­
венства (4.7) равны нулю при оптимальном расположении допол­
нительной опоры, заданный формулой (4.4). Кроме того, в этом 




j [ЧЬ’ЧлЦгС'ОЗЛт “ 0 , (4.9)
о
где обозначает время движения балки.
Формула (4.8) представляет интегральное условие Праге- 
ра-Розвани, полученное в [3] при иных предположениях, а 
также при помощи иной методики.
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The problem of the optimal location of an additional 
support for a rigid-plastic beam is considered. The beam 
is subjected to the action of an uniform initial transverse 
impulse. Necessary optimality conditions are derived with 
the aid of the variational methods of the optimal control 
theory on the condition that the residual mean deflection 
has the minimal value. It is shown that the optimality con­
ditions could be converted into different forms. It appears 
that the optimality criterias derived by Prager, Mroz, Roz­
vany and Lepik in different ways also hold good.
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ОПТИМАЛЬНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ОПОР К УПРУГОЙ БАЛКЕ 
В СЛУЧАЕ ИМПУЛЬСНОГО НАГРУЖЕНИЯ
Г.Оленев
Тартуский государственный университет
Одним из способов увеличения жесткости конструкций яв­
ляется установка дополнительных опор к ее элементам. В слу­
чае статических нагрузок задача оптимального расположения 
дополнительных опор рассматривалась З.Мрузом и Г.Розвани [21 
для упругих и В.Пратером и Г.Розвани [з] - для жестко-плас- 
тических конструкций. D.Лепик [ 11 , применяя метод модальных 
решений, обобщил выведенные ими условия оптимальности на слу­
чай динамического нагружения и, применяя выработанную им ме­
тодику, нашел оптимальное расположение симметрических жест­
ких опор к упругой балке, подверженной динамическому нагру­
жению.
Представляет интерес выяснить, насколько хорошие ре­
зультаты дает этот метод, поэтому в настоящей статье данная 
задача решается другим методом.
Рассматриваются разные поля начальных скоростей, кото­
рые указаны на фиг.1. Распределение скоростей из фигЛа соот­
ветствует методу модальных решений. Проведенные вычисления 
показывают хорошее совпадение результатов, полученных мето­
дом модальных решений и для поля псютоянных начальных ско­
ростей из фиг.16.
В случае треугольного и параболического распределения 
начального поля скоростей (фиг.1в-г), оказывается, что до­
полнительные опоры должны быть расположены ближе к середине 
балки, чем в случае распределения начального поля скоростей, 
соответствующего модальному методу решения.
I. Постановка задачи и основные соотношения. Рассмотрим 
балку из упругого материала, свободно опертую на опоры, сим­
метрично расположенные относительно середины балки. Пусть 
ось х направлена по длине балки, концы балки имеют координа­
ты ± I  , а опоры - координаты ± S  . Уравнения движения балки
имеют вид: .
Э М д ъУ м - - Г ч  £ **
a** ’
I TRU Raamatukogu]
Фиг. I Фиг. 2
где М - изгибающий момент, пг - масса балки на единицу дли­
ны, ло-( * , £ ) - прогиб, ЕЗ - жесткость балки при изгибе. 
Отсюда получим уравнение:
a V
v mЭ4г W  д х 1*
После перехода к безразмерной координате j‘■/I и за­
мены переменной *с-аt/t** будем иметь уравнение:
д 2, о
дт'





функция о-а(^) задает начальное поле скоростей. При обозна­
чении л - й j l  краевые условия будут иметь вид:
/и/(0,х) = 0, /u>//(0>tr)=0,i^(/i-,ir)*0) *>0а+,т)*О,
<и>/С'Ь“,т)-= ^ /('i>-+i4v) # Iх)) (3)
st ) - ^ " М  = 0, лУ'Г* »^>0-,
здесь штрихами обозначены производные по ^  , a R(/S,T) - 
сила реакции на опоре.
Прогиб ищем в виде
;Т) ~ W K (S)TKM  ̂
<=^
при этом функции W K( и (т) должны удовлетворять 
уравнениям:
Ч ( ? ) -  К К ( $ ) = 0 > <4 >
тк"(т) + Хктк(т) =0. (5)
Из требования, чтобы ненулевая функция ЦЛ>-ТКС )̂ 
удовлетворяла условиям (3), легко получаются аналогичные 
краевые условия уравнения (4); здесь \ к- неизвестные пока 
собственные числа.
Учитывая эти краевые условия, легко видеть, что X J t 0. 
Предположив, чтоХ̂<0, для его определения получим некото­
рое трансцендентное уравнение, которое при «* > 0,016 реше­
ний не имеет. Поэтому достаточно рассмотреть случай Хк> 0.
Если обозначить = дс* , где ̂ *>0, то для нахождения 
jUK получим уравнение:
С О Л ^  [ehJJU  • tos (̂ с -yU.*) “ t t y  ^ (а У ** )  + Ж / м !  + ^  j
t k ^  * X(/д. /с 'бЯ(А ̂ ) + 0.
Соответствующее решение уравнения (4) будет иметь вид:
W ( 0  = CXtfyÛ J - +
о , ^
J Ccö/лЛ сЛ̂дЛ г п
+
Пусть /V/Ч * • • • »/с* 0УДУТ п  наименьших положительных 
корней уравнения (6), расположенных в порядке возрастания.
Обозначим через W K( £> ) функцию, вычисляемую по форму­
ле (7) при Ja. = .
Имея решение 'Т|<С'г');=Акс̂(м1̂т)+ уравне­
ния (5) при и удовлетворяя для *»-(£ ,тг ) условиям
(2), будем иметь:
А *=0 , к* 4 ,2.,..., п, и
S ^ B K w K ( 0 ' ^сЮ,
откуда получим линейную систему для нахождения 6>к:
Так как для упругой балки все точки одновременно не 
достигают нулевой скорости, то за момент времени , для 
которого вычисляется средний прогиб, возьмем наименьший по­
ложительный корень уравнения
Наконец, для упругой балки за меру величины прогиба 
(критерий качества) удобно взять функцию
(9)
о
Оптимальным будем считать такое значение />, при кото­
ром интеграл 3 ( л ) имеет наименьшее значение.
2. Обсуждение результатов. Из решения задачи видно , 
что оптимальные значения д л и бг, полученные для функций 
распределения начальных скоростей *уол{ ̂  ) и л}-ог( £ ), отли­
чающихся лишь на постоянный множитель (т.е. таких, что
где равны между собой. Од­
нако, начальное поле скоростей ̂ 0(^ ) существенно влияет на 
конечный результат. Так, если а»-с($ ) = co^s-̂ (фиг.16), то
= °»53. Пять наименьших положительных корней уравнения





Решая уравнение (8), находим т =̂ 2,17. Прогиб в этот 
момент времени для случая из фиг.16 показан на фиг.26. Как 
видно, здесь результат хорошо согласуется с результатом, по­
лученным методом модальных решений, при котором 6opt= 0,56, 
а начальное распределение скоростей и прогиб показаны' на 
фиг.1а и 2а.
В случае треугольного и параболического распределения 
скоростей (фиг.1в,г) оптимальные значения /б> равны соответст­
венно 6opi= 0,36 и >бор£= 0,38. В первом случае пять наимень­
ших положительных корней уравнения (6) будут
>/^=5,2/0, ̂ / a*s - , 
во втором -
Аг=5,05} 44 43>^0.
В случае треугольного начального поля скоростей момент вре­
мени максимального среднего прогиба равен ‘ТГ̂ = 4,49, а сам 
прогиб в этот момент показан на фиг.2в.
При параболическом начальном поле скоростей Тр = 1,58, 
а прогиб в момент времени показан на фиг.2г.
Таким образом, мы увидели, что в случае треугольного 
или параболического распределения начального поля скоростей 
найденные положения опор значительно отличаются от значения, 
полученного методом модальных решений.
Автор благодарит профессора Ю.’Лепика за ценные советы 
при решении задачи.
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Optimal location of supports of an elastic beam 
in the case of impulsive loading
G. Olenev 
Summary
An elastic beam on two symmetric supports is considered. 
The beam is subjected to initial velocity field. Optimal lo­
cation of supports for which the beam attains a minimum of 
mean deflection is sought. Constant, triangular and parabo­
lic initial velocity fields are regarded. These results are 
compared with the result obtained by the method of modal so­
lutions.





Во многих задачах нелинейной акустики [2, 4] , гидро­
динамики fl-] и в других разделах физики направленные волно­
вые процессы описываются уравнениям Заболоцкой-Хохлова (ЗХ) 
или Кадомцева-Петвиашвили (КП). Для пучка с аксиальной сим­
метрией они выписываются в виде
A . r =  + ~  <»
где ß - амплитудный фактор (скорость частицы), С , & . ^  - 
лучевые координаты, Д - параметр дифракции и R  - главный 
волновой оператор в осевом направлении [41 . При этом п = I 
соответствует уравнению ЗХ[23ип=-1- уравнению КП [д1. 
Уравнение ЗХ получено из уравнений Навье-Стокса путем асимп­
тотического анализа [2*] и уравнение КП - из уравнений мел­
кой воды при помощи введения дополнительного члена, учиты­
вающего влияние дисперсии. Более строгий вывод двумерных
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уравнений переноса на базе уравнений сплошной среды дан в 
[4̂ 3 . Главный волновой оператор может быть либо дифференци­
ального типа
R=f; + %  Р Ц +Ч 5'+ ‘ + я4 | +а4 ^ +-'(2)
либо интегро-дифференциального типа
R = ^ -  + j K ( t Z - * ) ^ o U ,  О)
Эе- ~съ д *
где (XQA , а 0 , сьл , ... - коэффициенты и ядро К (* ) - за­
данная функция. Одномерные уравнения переноса имеют простую 
структуру £ _ £  (4)
и дисперсионные свойства таких уравнений хорошо исследованы
[3] . В частности, общее дисперсионное соотношение, вытекаю­
щее из (4) с соблюдением (3) получит форму
- А  J к ( ц )  , (5)
w Со
где со , k. -  частота и волновое число соответственно.
В данной статье рассматривается проблема построения 
дисперсионных соотношений для двумерной задачи, описываемой 
уравнением переноса (I).
§ I. Общее решение
I.I. Постановка задачи. Выберем волновой оператор в
ВИЛ6 р  М _ а Q -Я  (6)
R = d ^ ~ a ^ il i K  W '
Здесь выполняется > 0, £2~г>0 - параметр дисперсии, т  =
= ±1. Оператор (6) является оператором Кортевега-де Вриза 
(КдВ), который описывает эволюцию волны в нелинейной диспер­
гирующей среде. Свойства оператора (6) известны как в линей­
ной Г’] , так и в нелинейной [б"] приближениях. В случае же 
двумерной задачи (I) поперечное распределение не должно быть 
осциллирующим и должно затухать при больших значениях попе­
речной координаты ^ . Имея в виду нелинейный оператор (6), 
построим, следуя [3 ] , последовательную схему нахождения 
дисперсионных соотношений и соответствующих решений. Предпо­
лагаем решение уравнения (I) в виде
fr * £/b0 (G)’V 0(>l) + + . . . , (7)
где фаза б= -feC-toc, £ - малый параметр и ̂ (ц ) - функция 
поперечного распределения в пучке. Подставляя соотношение
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(7) в уравнение (I), получим последовательную совокупность 
уравнений для определения искомых величин. С точностью до 
членов £  получим
- k u ß ü X + m Q  г4 % ' 4 =  <8)
с точностью до членов £ 2
+ mQ % % \  - ( р Ж* А/С = (9)
= n A ß ^  пп + и Д iffy
и т.д.. Здесь штрих обозначает дифференцирование по 0 и 
индекс ^ - дифференцирование по координате .
1.2. Линейное приближение. Уравнение (8) допускает 
разделение переменных, в результате чего получим
- к vfiZ + m£2'V /З" = Л ро , (10)
= -АгХ  , (II)
где Аг = cens-t. Разумеется, решение уравнения (10) есть
’ <1г>
где Ду* - корни соответствующего характеристического урав­
нения, = const. Так как нас интересуют только осцилли­
рующие решения, то выберем постоянную А2 так, чтобы опре­
деленный Хп = i  . Этому соответствует
A ^ - ^ C k c o . m ß ' V )  «3)
и соответствующее осциллирующее решение имеет вид
fa  = h  е-хр i 6 . (И)
Теперь легко определить из уравнения (II), который яв­
ляется уравнением Бесселя. Его решение приобретает вид Сб.]
% =  Г0(Ац), «в)
где Х0 - функция Бесселя нулевого порядка.
1.3. Нелинейное приближение. Имея в виду решение (14), 
следующее приближение целесообразно предполагать в форме
Лгл e x p Z ie . (16)
Тогда поперечное распределение описывается уравнением
+ ß Z 4  = (Л ц), (17)
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4А2, - m i 2 'k . (18)
Уравнение (17) является неоднородным уравнением Бесселя, ре­
шение которого можно найти в виде суммы общего и частного 
решений:
Ул = г„ С510 Й,)Г, CAn ).<I9>
Коэффициенты являются решениями системы
Р(Т=СГ, (20)
Вг - А 2 0
Р = 2А: вЧ а̂ - ^ а^-л) i ^ A z ,(21)
t^Afl-A) Z^Af'l- 5А) в - 4Аг-ц~4А(1-А)
--
с< ->
С = Сг 0 (22)
Сз 0
полученной методом вариации.
Вполне понятно, что в принципе следующие приближения 
можно найти аналогично, хотя трудоемкость существенно увели­
чивается.
§ 2. Дисперсионное соотношение
Соответствующее данное волновому оператору (6) одно­
мерное дисперсионное соотношение принимает вид
(23)
Коэффициент т, управляет знаком фазовой и групповой скорос­
тей, обе скорости ограничены при &.-*0 и неограниченно рас­
тут при . В рассматриваемом двумерном случае диспер­
сионное соотношение принимает вид:
,2 Л в'4 (24)
зависящее, кроме волнового числа и параметров среды, также 
от параметра А2", т.е. от характера поперечного распределе­
ния в пучке. Зависимость частоты от параметра АЛ показы­
вает , что узким пучкам соответствуют большие частоты. Те­
перь имеем также
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c pn = -A Zm^k'z - m Q ' l Az. (26)
Вполне ясно, что при -fee4 двумерность задачи оказывает су­
щественное влияние. В частности, при m  = 1, n = 1 (или 
= -4> п= -1) изменяется знак групповой скорости, что 
означает движение пакета в противоположное направление по 
сравнению с движением гребней. В связи с этим необходимо 
подчеркнуть, что лучевая координата £ , с которой связано 
волновое число k, , считается с фронта переходной волны 
c ci -X  = ©, где с0 - скорость звука. Поэтому отставание 
или опережение пакета по сравнению с движением гребней в 
данной системе координат означает относительное движение в 
движущейся системе координат.
При определенном 4  возможна Cj = 0, т.е. решение при­
обретает форму стоячей волны Г7 И . С другой стороны, возмо­
жен и случай, когда «о= 0 (с̂л= 0), значит, в данной дис­
пергирующей среде не существует решения в виде гармоничес­
ких волн, а решение затухается с ростом 
Рассмотрит.1! теперь частные случаи.
1) Уравнение ЗХ (п = 1). (а) В случае отрицательной диспер­
сии (*п = 1) в одномерной постановке групповая скорость убы­
вает при возрастании k  , сохраняя свой знак (е  ̂< 0). В 
двумерном случае однако групповая скорость меняет знак, при 
малых 4  является положительной и при к> D -АгД^: 
становится отрицательной. При больших h. влияние дифракцион­
ной расходимости пренебрежимо. Стоячей волны не образуется, 
(б) В случае положительной дисперсии (гг= -1) в одномерной 
постановке групповая скорость возрастает с к , сохраняя 
свой знак (с3 >0). В двумерном случае групповая скорость 
убывает при возрастании -fe и достигнет своего минимума при 
к~ (4;D)4ŷ  . При этом всегда соблюдается с̂ >0. Стоячая 
волна (Ср̂= 0) образуется при
2) Уравнение КП ( кг = -1) .  В случае отрицательной дисперсии 
( =  i ) в двумерной постановке наблюдается следующая си­
туация. Групповая скорость, соблюдая условие 0, умень­
шается по абсолютной величине с возрастанием feL до величины 
L = (3 и потом возрастает снова по абсолютной величи­
не. При D1 ̂образуется стоячая волна, (б) В случае поло­
жительной дисперсии ( *w = -1) и двумерной постановки грул-
C g  = P)Z n&-k Z ~ it»Q Zk Z, (25)
*4;
повая скорость является отрицательной при малых 4г и меняет 
свой знак при .fess (~ . после чего соблюдается > 0.
Стоячей волны не образуется.
Дисперсионные кривые, соответствующие изложенным ситуа­
циям, представлены на фигуре I.
С точностью двух приближений с о *const и вторая гармони­
ка образуется с частотой Zco с поперечным распределением 
(19). Если |Вг1>А*, то она существенна в параксиальной об­
ласти, что вполне соответствует известным результатам нели­
нейной акустики Г 2 3. Однако второе приближение содержит 
также поправку с поперечным распределением первого прибли­
жения.
Если волновой оператор (2) содержит также четные произ­
водные, то частота комплексная, т.е. волна подвергается
Фиг. I
Фиг.1. Дисперсионные кривые при AZ = Q Z = Д = 1.
(I) - п  = 1, пг= Я, (2) - п  = I, Pt= -4, (3) а = -1, гч= I,
(4) - rvt= -1, m =  -1; (I) - уравнение ЗХ без учета диспер­
сии, (П) - уравнение КП без учета дисперсии.
диссипации. В случае интегро-дифференциального оператора
(3) дисперсионное соотношение получит вид:
Z 4 °°со — ~А п & к  -  m k  j  KCy'Jexp (-'ik y )  (27)
** oo
который свидетельствует о существенном влиянии дифракцион­
ного рассеяния при малых значениях -к, .
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On dispersion in two-dimensional wave processes
J. Engelbrecht 
Summary
The two-dimensional evolution equations of Zabolotskaya- 
Khokhlov and Kadomtsev-Petviashvili types that govern the 
two-dimensional wave processes in a dispersive medium are 
considered. The dispersion relations have been found in the 
case when the distribution function in a wave-beam is given 
by Bessel functions. In such a beam the sign changes of the 
group velocities are possible in certain critical wavenum- 
bers. The influence of the transverse distribution in the 
wave process is more essential for smaller wavenumbers.
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К ТЕОРИИ ЗНАКОПЕРЕМЕННОГО НАГРУЖЕНИЯ
К.Кенк
Таллинский политехнический институт
В теории пластичности предполагается, что приращение 
деформации определяется достигнутым состоянием материала и 
приращением напряжений. В вариантах теории, использующих 
одну поверхность нагружения, принимается, что состояние ма­
териала определяется системой действующих в данный момент 
напряжений и функцией, определяющей форму и положение по­
верхности нагружения в пространстве напряжений. Основными • 
проблемами в этих теориях являются определение функции уп­
рочнения в ассоциированном законе течения и установление 
закономерностей изменения поверхности нагружения в процессе 
деформирования материала. Согласно условию непрерывности 
пластического деформирования пластические деформации могут 
развиваться лишь тогда, когда точка нагружения находится на 
поверхности нагружения. Приращения напряжений, направленные 
во внутрь или вдоль поверхности нагружения, вызывают прира­
щение только обратимых деформаций. Кроме того, обычно пред­
полагают, что любое приращение напряжений, направленное во 
вне поверхности нагружения, всегда сопровождается измене­
нием пластической деформации, а поверхность нагружения мо­
жет измениться лишь в случае изменения пластической дефор­
мации. Наибольшее црименение нашла в теории модель транли- 
ционно-изотропного упрочнения с первоначальной поверхностью 
текучести в форме поверхности Мизеса. Приращение пластичес­
кой деформации считается направленным по нормали к поверх­
ности нагружения. Обзор предложенных вариантов такой теории 
приведён, например, в ĵ ll . Нетрудно однако убедиться, что 
при знакопеременных и сложных нагружениях обнаруживается 
существенное отклонение действительного поведения материа­
лов от предсказываемого теорией. Известно, что если после 
сложного нагружения осуществить простое нагружение, то влия­
ние сложной предварительной истории нагружения быстро осла­
бевает и устанавливается соосность приращений напряжений и 
деформаций. В случае вышеуказанной модели такая соосность 
становится возможной, если центр поверхности нагружения
выходит на луч нагружения и начинает перемещаться вдоль не­
го. Но тогда соосность приращений напряжений и деформаций 
должна иметь место и в случае реверса нагрузки и нагружении 
вдоль того же луча в обратном направлении. Экспериментальные 
результаты [8̂ ) показывают существенное отклонение от этого 
положения. Это создаёт впечатление, что при некоторых режи­
мах деформирования материал какбы забывает свою сложную пре­
дысторию, а затем при других режимах её снова вспоминает. Но 
память о предыстории физически реализуется в конкретных из­
менениях структуры материала, и если материал вспоминает ка­
кую-то особенность своей предыстории, то она вообще не была 
забыта, а при некоторых режимах деформирования лишь не про­
является.
Такое поведение материала возможно описать при помощи 
структурной модели, где элемент материала предполагают сос­
тоящим из подэлементов с различными реологическими парамет­
рами. Допустим, что при простом нагружении после предвари­
тельного сложного нагружения некоторые подэлементы, упроч­
нённые в процессе предварительного деформирования, могут 
выключаться из пластического деформирования. Эти подэлемен­
ты сохраняют память о предыстории, но после выключения их 
из пластического деформирования предыстория не проявляется 
в приращении пластической деформации элемента. Но при дру­
гих путях нагружения, например, при реверсе нагрузки и на­
гружении в обратном направлении, эти подэлементы могут сно- 
Bä включаться в пластическое деформирование и проявить влия­
ние сложной предыстории. С такой моделью материала возможно 
объяснить, например, тот факт, что предыстория не проявляет­
ся при нагружениях, где напряжение превышает своё максималь­
ное значение, достигнутое за произвольную предысторию. Та­
кое поведение материала обнаружено в [ю] , а используется 
в [7] и во всех работах, основанных на схеме Мазинга.
В работе [5] наблюдались ступеньки на диаграмме актив­
ного однократного деформирования материала. На рис.1 приве­
дена диаграмма испытания латунного тонкостенного образца. 
Существование участков диаграммы, параллельных с упругой 
прямой, указывает на то, что даже при активном простом на­
гружении могут те подэлементы, в которых уке началось плас­
тическое деформирование, выключаться из пластического де­
формирования, и существуют интервалы возрастания макроско­
пического напряжения, в течение которых ни один подэлемент 




существовать ещё подэлементы, которые пока ещё не включи­
лись в пластическое деформирование, и они подключаются лишь 
тогда, когда напряжение достигает достаточно высокого, кри­
тического для каждого подэлемента значения. Это приводит к 
выводу, что у каждого подэлемента, кроме поверхности нагру­
жения, существует ещё поверхность выключения из пластичес­
кого деформирования.
Для конкретизации соответствующей структурной модели 
материала важно исследовать форму и положение поверхностей 
нагружения и включения подэлементов, а также их возможное 
изменение в процессе пластического деформирования элемента. 
Следует также конкретизовать функции упрочнения подэлемен­
тов. -
Рассмотрим некоторые простейшие варианты структурной 
модели с применением поверхностей выключения подэлементов.
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Пусть поверхности нагружения и выключения подэлемента 
определяются соответственно уравнениями
ние центров этих поверхностей. Приращение пластической де­
формации подэлемента определим ассоциированным законом те­
чения
g ̂  - функция его упрочнения. С учётом условия непрерывнос­
ти в уравнениях (2) предполагается, что точка нагружения 
никогда не выходит за пределы поверхности нагружения, а при 
увеличении напряжений сама поверхность нагружения необходи­
мым образом изменится.
У большинства материалов не наблюдается ступенек на 
диаграмме простого активного деформирования. Пусть подэле- 
менты пронумерованы в порядке возрастания их первоначальных 
пределов текучести, а макроскопические напряжение и дефор­
мация связаны с локальными напряжениями и деформациями соот­
ношениями :
Тогда на основе уравнений (2) можно получить непрерывную 
диаграмму деформирования, если, например,
где - девиатор напряжений к-го подэлемента, Ск - ра­
диус его поверхности нагружения, <50- радиус его поверх-
К К.
ности выключения, а девиаторы ос̂- и определяют положе-
(I)




Нетрудно убедиться, что при выполнении условий (4) одновре­
менно может пластически изменяться лишь один подэлемент.
При определении■параметров структурной модели диаграмму 
одноосного активного деформирования обычно представляют как 
ломаную. Естественно предположить, что каждому прямолинейно­
му участку этой ломаной соответствует развитие пластической 
деформации соответствующего отдельного подэлемента. Тогда в 
уравнениях (2) „ %
. >5)
где А к - тангенс угла наклона соответствующего прямолиней­
ного участка диаграммы, построенной в координатах
В простейшем случае можно считать не зависящим от 
предыстории деформирования, т.е. А const.
Для полной конкретизации модели следует ещё установить 
зависимость Ск и от предыстории деформирования.
Для выполнения условия непрерывности пластического де­
формирования следует допустить возможность изменения поверх­
ности нагружения подэлемента и после его выключения из плас­
тического деформирования. Такое пассивное изменение поверх­
ностей нагружения рассматривается, например, и в работах 
[9, 2 } , но там рассматриваются плоские поверхности. Следует 
отметить, что обычно предполагают, что поверхность нагруже­
ния может измениться лишь в случае изменения пластической 
деформации. Допустим, что поверхность нагружения подэлемен­
тов может измениться лишь в том случае, если точка нагруже­
ния находится на соответствующей поверхности. Одна из воз­
можностей дальнейшей конкретизации модели заключается в 
предположении, что cLCK = 0, если - 0. Тогда при пас­
сивном движении поверхности нагружения происходит лишь его 
трансляция.
При этом из условия непрерывности d f k = 0 ; 
где fk^ C S c'j-o6lp ( 5 ijC -ot^fC) - C j  =0, 
получим fckS'j*- otaijK)(Si,jl<- ocij1*) ~ = О- (6)
Если etc*. = 0, то
C a S i ^ - d o c ^ X S i j“- « . ^ )  - 0. (7)
Условие (7) выполняется, если допустить
doccj14 = или (8)
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Следует отметить, что вариант (9) применяется чаще, чем (8), 
но и вариант (8) предполагают использовать, например, в [8].
Если в дальнейшем рассматривать одномерное знакопере­
менное нагружение и допустить, что с1Ск=0и в случае dpcjN С> 
то получим широко применяемую схему Мазинга. Но здесь отпа­
дает необходимость в предложенной в [д] системе "запомина­
ния" и "забывания" материалом своей предыстории, а всё выте­
кает непосредственно из поведения модели.
Если допустить при 0 возможность d C xФ 0, то,оче­
видно, получим обобщённую диаграмму циклического деформиро­
вания, которая неоднократно предлагалась на основе экспери­
ментальных данных ["6J . Если учесть, что при циклическом на­
гружении поведение материала стабилизируется, то это можно 
получить, допуская, что
_________ Ск ° С к( К ) ,
где d X K= V o L и с увеличением \ к функция Ск стре­
мится к постоянному значению. Развитие при большом числе цик- 
лов циклического разупрочнения можно описать, допуская , 
что после достижения определённого значения Х к > функция С< 
начинает убывать. Согласно указанной модели образующие ус­
тановившихся петель пластического гистерезиса при различных 
амплитудах являются частями одной кривой. Это действительно 
наблюдается в экспериментах, где применялись циклы различ­
ной амплитуды, но с одинаковым максимальным напряжением цик­
ла [3 3 . Но при различных максимальных напряжениях цикла об­
разующие установившихся петель принадлежат однопараметричес­
кому семейству кривых [4^ . Всё это можно учесть, допуская, 
что
С к. ~ С X  к j }
где T K »VSij Sij* . максимальное значение её за
всю предысторию. Для учёта нестабильных свойств типа старе­
ния в аргументы функции С* следует ещё добавить время. От­
метим, что в поведении функции C«. наблюдаются закономернос­
ти в некотором отношении коррелирующие с закономерностями 
изменения скорости ползучести. Это касается таких фактов , 
как стабилизация, нарушение стабильности при изменении ре­
жима нагружения, подобие кривых при различных максимальных 
напряжениях и т.д. По-видимому, через эту функцию можно осу­
ществить связь между теорией пластичности и теорией ползу- 
честр.
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Выше рассматривались лишь некоторые простейшие случаи 
поведения материала, основанные на уравнениях (2) . Видоиз­
менив условия (3), (4) и (5), можно получить модели для опи­
сания более сложных эффектов, в том числе и ступенек на диа­
грамме активного простого деформирования. Но уже и рассмот­
ренные простейшие варианты модели позволят описать многие 
основные экспериментально обнаруженные закономерности.
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On the theory of signchanging loading 
K. Kenk
Summary
A structural model for describing the plastic behaviour 
of the materials which have not a smooth deformation diagram, 
is presented. The existence of steps on the deformation dia­
gram of brass has been shown by an experiment.
The model takes into account the subelements switching- 
out surfaces from the plastic deformation at larger stresses. 
The behaviour of the materials with a smooth deformation dia­
gram may be described by a suitable choice of model parame­
ters. The simplest variants include the Masing scheme and 
the generalised curve of the cyclic deformation.
7C
О ПРИМЕНЕНИИ ПРИНЦИПА НАСЛЕДСТВЕННОСТИ ПРИ 
ОПИСАНИИ ИЗМЕНЕНИЯ ВЕРТИКАЛЬНОГО ОСЕВОГО




Теоретический и практический интерес представляют мето­
ды и приборы для определения реологических параметров струк­
турированных дисперсных сред. В последние годы заметен рост 
внимания к применению для этих целей конического индентора 
[1,3-7,10-11].
Возможность определения реологических параметров струк­
турированных дисперсных сред по кривым изменения вертикаль­
ного осевого усилия конического индентора, полученных как 
для периода погружения индентора в среду, так и для периода 
релаксации усилия при постоянной глубине погружения инденто­
ра, доказана в работах £Ю-133.
Из результатов опытов в смеси полимер-минерального шпак­
левочного состава "СИПА I” видно (см. рис.1), что характер 
релаксации вертикального осевого усилия "Р - с конического 
индентора и его величина, а также величина значения отрелак- 
сированного вертикального осевого усилия зависят от интен­
сивности роста вертикального осевого усилия в период погру­
жения индентора в среду. Иными словами, деформация в струк­
турированной дисперсной среде в данный момент зависит не 
только от величины напряжения, действующего в этот момент, 
но и от истории предшествующего деформирования, как бы на­
следуя влияние действовавшего ранее напряжения [2”]. Следо­
вательно, имеется основание описать упомянутый процесс, опи­
раясь на принцип наследственности;
Наиболее простое уравнение процесса или состояния, ба­
зирующееся на принципе наследственности, имеет вид [2,8-93:




Рис Л. Характер роста и релаксации при Л = ernst вертикаль­
ного осевого усилия конического индентора в сме­
си полимер-минерального шпаклевочного состава 
’СИПА I"
I - при погружении индентора в среду за постоянное время t0
с различной постоянной скоростью
II - при погружении индентора в среду за различное время
до одной и той же глубины \ь0
--------  Р = f (О; ------- к = ftt).
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обозначив = or (Vi -  <r0 • (3)
Уравнение (2) является интегральным уравнением Воль- 
терра второго рода.
Предполагая, что значение CQ известно, и опираясь на 
формулу (2), задача изыскания математической зависимости 
функции (£} от функции £ (Ч.) при соблюдении соответствия дан­
ным эксперимента сводится к определению значения константы 
Е" и функции
Подберем ядро со структурой
Isf±  \ -  -Ct-r)/-r - d -< t )h 7 (4)
KCt-T:) -  Ä
где константы 0 и Гг >0; а константы и могут 
иметь и отрицательное значение.
Ядро (4) имеет монотонно затухающую память, при этом
игл* I K(t -<cr)l =|f^(0)| = |тл+ . (5)
Подставив формулу (4) в уравнение (2) и учитывая форму­
лу (3), получим конкретное уравнение состояния типа Воль-
терра
-i . 't-т  4  i — c  (6) 
Se ^  <£ (t) ctar - e ^  .
O Q
Если структура ядра оправдывает себя в виде (4), то 
могут быть определены значения констант F, тл , тл , ш̂и 
таким образом, что применение уравнения (6) даст резуль­
таты, хорошо согласующиеся с результатами опыта.
Найдем дифференциальное уравнение второго порядка, эк­
вивалентное полученному нами интегральному уравнению состоя­
ния типа Вольтерра второго рода.
Обозначим
f  ^~т-
^ j W  ^  £ (v) Жг , jj — 4 ,2,.
Можно доказать, что
i'tt) = £ ' « ) - —  l A t ) .  (8)
При применении обозначения (7) формула (6) принимает вид:
«*(■0= (9)
Дифференцируя формулу (9) и учитывая формулу (8), полу-
(-t) — Е”f<£. (6̂ -(маvvi£:Cir')-t-v. \ч\ '"Я.
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Дифференцируя формулу (10) и применяя снова формулу
(8), получим:
кУЬпл+мЛ (*)+■ (тр+ ]2Wl(II)
М Ч T'Z J
Применяя формулы (9) и (10), элиминируем ‘3Л(?Ь)и 3^(4) 
из формулы (II) и получим:
+ (-Гл4 'O e 't t V  <гШ - <5-0~ E {W  ~ гг\Л:а~ ^ оЛ л) М )  +
d2)
+ L %  + т -̂ т ;т ^л+ *> дД i (. t) + <с4 тьё Ш .
Если обозначить независимые параметры
I 'сд+<сг - рч > ^  f 4” ^
то дифференциальное уравнение второго порядка (12), эквива­
лентное интегральному уравнению (6), принимает стандартный 
БВД: *
^ i i )  + Ji4 O'U) + аЦ ) -  % *  £ ̂  + ̂  ̂  М + ̂  ft). (14)
Дифференциальное уравнение реологической модели с двуг,и 
временами релаксации, полученной в результате параллельного 
соединения моделей Шведова-Бингама и Максвелла, приведено в 
работе [13]
п4*чР+Са,+*ОР+Р* £,s
где Р - вертикальное осевое усилие; ^  - пластическая проч­
ность; s - площадь поверхности соприкосновения конуса со 
средой; па=|̂ -- времена релаксации; ^  и 1z ~ вяз"
кости; и Е -̂ упругие жесткости.
Для нахождения связи между коэффициентами дифференци­
ального уравнения реологической модели и коэффициентами диф­
ференциального уравнения, эквивалентного интегральному урав­
нению состояния типа Вольтерра, учитываем соответствие
е-(€ )-* Р г, ' 'Vyj— * а„ *,
Х'х ^ У ̂ Vvi 7 ^ 7
а также формулу (13), и в результате получим систему уравне­
ний:
Е (4 ''m„n/,~vYiJLnL') = Pr* >
Е Си., + пг-и1пгСтл^д)3 ~
ЕпдЛ  ̂= >
7 4
откуда
Е ’ ТГ + ^Г ’ (17)П 1 Г> 2
1̂ з 1Ц  (18)
m A i - — --- - ? (19)
пгК ^ +
Если закон погружения индентора в среду s = sU), то при 
начальных условиях Р(о)-О И Р(о)-о решение дифференциального 
уравнения (15) тлеет вид:
p ( W ( p „ - r r ) S*e4 i 'T,/nU r  - 1 зе'№*')/п̂  -
о 0 ,/
-[s(0)(4^, + n2 K " nl)',(M ) + Š(0)(»1<̂ + n ;!j»J,')(’v nlt
и при релаксации вертикального осевого усилия конического 
индентора в среде при S-<,(t0) - e 0 .
К к ,
50 ,S(i)
PftH , (P» ' ^ Se "1 c k ' ^ ] s e  "^-(Р т -^е  Ч- +
+ ^ s / ^ * 5 . ( P m- ^ - ^ ) - ^ +^ P > Ž ( 0 ) ^ - +  (21)
+ š f O)^]e^-[5(Cl)(Si + P*> Šfo) 4 У ±] б ’'ьг\А-”з. пг пх-гц * 4 ~ n* J nA 1
При учитывании работы Ul2l больший интерес для опреде­
ления реологических параметров структурированной дисперсной 
среды представляет режим погружения индентора в среду по 
закону , z
s - ai  . (22)
Принимая s^at2, и учитывая, что s(0)=0, в1о)=0и И д Г»̂ J
получим из формул (20) и (21) интегральное уравнение сос­
тояния типа Вольтерра второго рода для периода погружения 
индентора в среду в виде
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0 о
и для периода релаксации в виде
е ^  г̂"атгс1т”пяДе ̂  ocb^ch: - 
* * w  * , Ч  , (24)
”тг ie а̂т̂сАт ~ V̂ T& а£0 <̂ т}.
О vö
Аналогичное уравнение мы можем получить из формулы (6).




= Z c t n ^ ^  . (26)
Применяя интегрирование по частям, после упрощения по­
лучим Р-f(t) в окончательном виде соответственно для периода 
погружения ( i  £ Ь0)
а-ЬгР„ (27)
И 4 Пд,
и для периода релаксации Г t  > tg)  ̂^
П4 Z
Полученные формулы (27) и (28) идентичны соответствую­
щим формулам в работе ГД].
Для получения пяти независимых реологических характе­
ристик Рт, и, , ^  , F̂, и целесообразно определить по 
графику Р- -f [х) значения усилия Р как минимум при пяти раз­
личных значениях времени Ь и решить систему уравнений.
Выводы
Доказана возможность применения в качестве модели 
структурированной дисперсной среды математической модели 
наследственной среды в виде линейного интегрального уравне­
ния Вольтерра с экспоненциальным ядром. При этом установле­
но, что дифференциальное уравнение второго порядка, эквива­
лентное интегральному уравнению состояния типа Вольтерра 
второго рода, в случае применения ядра, состоящего из суммы 
двух экспонентов, соответствует дифференциальному уравнению 
реологической модели упруто-вязко-пластичных тел с двумя 
временами релаксации, полученной в результате параллельного
соединения моделей Шведова-Бингама и Максвелла.
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On making use of the heredity principle for description 




A mathematical model of the linear hereditary medium is 
used for description of the behaviour of the structural dis­
persive medium in experiments carried out with the aid of a 
conic indenter. The kernel function of the mathematical mo­
del (in the Yolterra type linear integral equation) used in 
this investigation is a sum of two exponential functions.lt 
is shown that in case of such kernel function the Volterra 
type linear integral equation is equivalent to the linear 
differential equation obtained by making use of a Theologi­
cal model which consists of two classical models: Schwedoff- 
Bingham model and Maxwell model.
ИЗУЧЕНИЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ ЭЛЕМЕНТОВ КУПОЛА ПОД 
ДЕЙСТВИЕМ ВЫСОКИХ ДИНАМИЧЕСКИХ НАГРУЗОК
Л.Росомахо, Г.Руммель, Э.Сакс, Р.Свердлова 
Тартуский государственный университет
В статье дано решение задачи о перемещениях элементов 
сферического сегмента при его динамическом нагружении. Для 
описания процесса деформации сегмента использованы уравне­
ния вязкой сжимаемой среды (уравнения Навье-Стокса) и удар­
ные адиабаты материалов. При получении численного решения 
применен метод свободных точек Дьяченко. Для удобства прак­
тической реализации построены упрощенные математические мо­
дели в критериальной форме.
§‘I. Постановка задачи и основные соотношения
Рассмотрим деформирование сферического купола под 
действием динамических нагрузок высокой интенсивности. До­
пустил, что плоский фронт давления набегает на элементы сег­
мента купола со скоростью, направленной вдоль оси симметрии 
тела. После прохождения фронта давления последнее сохраня­
ется постоянным по времени. Для повышения прочности конст­
рукции на внутренней поверхности сегмента имеется дополни­
тельный усиливающий слой из другого материала.
Введем следующие обозначения:
р - давление на фронте ударной волны;
E-t - модули упругости соответственно основного и допол­
нительного слоев;
fz ~ плотности материала основного и дополнительного 
слоев;
R  - радиус внешней поверхности сферического сегмента;
,S^ - толщины основного и дополнительного слоя соответст­
венно;
оу - скорость перемещения нагрузок по сферическому сег­
менту;
Н - высота сегмента.
С целью удобного расположения результатов численного 
счета на распечатку, а также возможности более широкого
использования результатов численного интегрирования уравне­
ний Навье-Стокса, введем безразмерные параметры:
Хгл — jo ] \ ~ &4 / ^  ') = 4  / R. j ~ >
ХЛ'= ̂  /ß  » хй !^л) . /$4 » ^  = /£j) ̂
где i ' - размерное время. Вследствие осесимметричности ес­
тественно ввести цилиндрическую систему координат ъ ' б  2,/ , 
от которой полезно переходить к безразмерным координатам 
а =*,'/£ и г - ъ  '/&.
Численная схема строится на базе метода свободных то­
чек h i .  Для каждого внутреннего узла разыскивается 6 со­
седних узлов (на эту операцию вместе с необходимыми упоря­
дочениями этих узлов требуется очень много машинного време­
ни). Введем дополнительно следующие безразмерные величины:
и.1 ,ло  ̂ - скорости перемещения узлов в радиальном и 
осевом направлениях соответственно;
- скорость* распространения продольной волны;
- плотность;
- полярные угол и радиус на плоскости осевого 
сечения сегмента соответственно.
Точка над величиной означает производную по времени t , 
Верхний индекс п, обозначит порядковый номер временного 
слоя, а нижний индекс I (к,к-Н) порядковый номер узла (сек­
тора).
Приведем основные формулы для расчета во внутренних и 
осевых узлах сегмента:
Гс1г'/ а * \ а —
\  -L 2_̂  {“'cK+i + “
с-2 А-  х  1 п
С\
пИ Г C j ^ ^ \
“ L t— + /А ООЛ »C+4
я. (I.I)
-  Cl 4^ г л l n
M i  Ы ^ ,КМ ^ <,K + 4 »
, n + 1 Г С —  /Л, i \
L I f  АлСп )k:+̂ )~*
- E Ü 3 1 V " / ,  ^ ^ * \a “C l h 11








t  - ? •4
R  ’K.
=  L - FK - .  ß K
причем « - порядковый номер узла, соседнего к -С —ому (при 
к = 6 принять к + { равной 4 ).
Далее находятся величины на следующем временном слое
Г "  = i n :
*+* п • п + 1 . , , **4 л ,1 + 4
w . .  - U C + U L A i -  = / L c  -+ ( X i  A t "  j
аналогично находятся *|дп-н и
Расчет в граничных узлах связан с определенными не­
удобства!,та, вызванными односторонними аппроксимациями произ­
водных, а особенно с сильными искажениями контура. Ради крат­
кости эти формулы приводить не будем, так как они сходны С 
формулами (I.I).
§ 2. Применение метода планирования расчетов
На основании результатов численного решения данной за­
дачи могут быть получены формулы для инженерных расчетов , 
как правило, это полиномы второго порядка. Вычисления коэф­
фициентов аппроксимирующих полиномов значительно упрощаются, 
если использовать метод планирования многофакторных расчетов
[3.0 •
Идея этого метода заключается в том, что все переменные 
(факторы), характеризующие процесс, варьируются одновремен­
но, в соответствии с планом многофакторного эксперимента 
Метод этот позволяет достаточно просто определять коэффи­
циенты аппроксимирующих полиномов, и, так как каждый коэф­
фициент вычисляется по результатам расчета всех вариантов,
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предусмотренных планом, дисперсия получается минимальной[2].
Переменные варьируются на двух уровнях, причем для 
удобства вычислений вводятся кодовые переменные , прини­
мающие на концах интервалов варьирования значения +1 и -I, 
т.е. принимается
(2 . 1 )
где
Таблица I
хо Х1 х2 У
+ + + У1
+ - + У2
+ + - Уз
+ - - У4
" 2, + ̂ rrUn 's * ^ ~ 2,  ̂'̂ 'г*иьх
Ддя определения свободного члена вводится фиктивная пере­
менная Х0 = + 4. Для примера в табл.1 приводится матрица 
планирования для двух переменных, варьируемых на двух уров­
нях.
В табл. I символы "+I" и "-I" для 
простоты заменены знаками "+" и 
В последнем столбце, не отно­
сящемся к матрице планирования , 
приводятся результаты вычислений.
Если необходимо учесть члены 
второго порядка, следует ввести 
дополнительные переменные Х^Х^ и 
= Хгг. Знаки в столбцах для 
произведения Х̂ вычисляются путем перемножения второго и 
третьего столбцов. При составлении матрицы из трех перемен­
ных повторяют дважды матрицу планирования для двух перемен­
ных: один раз при = +1, второй - при Ха= -I. Аналогично 
получают матрицы для четырех и большего числа переменных.. 
Вычисление коэффициентов аппроксимирующего полинома
X4+lrz Xz + l AjLXiZ+ .
производится по простым формулам
где К - номер последнего столбца в матрице планирования;
N  - число строк; j - номер строки.
Как указывалось в § I, рассматриваемый нами процесс 
характеризуется десятью параметрами.
Предварительные расчеты показывали, что варьирование 
переменных и х? в широком диапазоне их изменения практи­
чески не влияет на величину перемещений, поэтому при расче­
тах они принимались постоянными, равными их средним значе­
ниям: се. = 4,5; = 2,0. В табл. 2 представляется матрица 
£ i




В соответствии с этим планом было произведено численное 
решение уравнений Навье-Стокса и определены перемещения для 
ряда точек двухслойного сферического сегмента. Минимальные и 
максимальные значения параметров, использованных при числен­
ном интегрировании, приведены в табл. 3 соответственно во 
второй и третьей строках.
Таблица 3











Адиабаты Югоньо для основного и дополнительного слоя
принимались следующими:
р/Е, = 0,6(г|-1) +■ + О.Мц-^-)3 ;
р/Ег= ( v l ) +  +
По формуле (2.2) были определены коэффициенты аппрокси­
мирующих полиномов для перемещений вершинной (зц) и внутрен­
ней (г лежащей на оси симметрии на расстоянии хг+£3, то­
чек при различных значениях времени для линейных членов и 
попарных произведений. Их значения приведены соответственно 





По аппроксимирующим формулам были произведены расчеты 
всех 32 вариантов, представленных в матрице планирования. 
Если даже ограничиться линейными членами, то погрешность , 
как правило, не превышала 10 - 15 %.
В табл. 6 для ряда вариантов приведены результаты чис­
ленного интегрирования (первые строки) и результаты расчета 
по аппроксимирующим формулам (вторые строки). На третьих 



































































































































Сопоставление результатов, полученных по упрощенной 
математической модели с результатами численного интегриро­
вания свидетельствует о целесообразности применения метода 
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The investigation of displacements of elements of 
cupola under dynamical loading of high intensity
L. Rosomakho, G.Rummel, E.Saks, R.Sverdlova 
Summary
Series of problems for finding the displacements of the 
elements of the spherical segment, made from two different 
materials,and that is under dynamic loading,have been solved. 
Navier-Stokes' equations for viscous compressable medium 
and Hugoniot's adiabates have been used to describe the pro­
cess of deformation. The method of free points by Dyachen­
ko [1 ] has been employed to get a numerical algorithm.For 
the purposes of the practical realization of the algorithm 
simplified mathematical models have been presented.
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ПРОДОЛЬНО-ПОПЕРЕЧНОГО ИЗГИБА БАЛОК 
ЗА ПРЕДЕЛОМ УПРУГОСТИ МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ
Г.Арясов, Л.Зубко, А.Снитко 
Таллинский политехнический институт
Проблеме расчёта балок на продольно-поперечный изгиб 
посвящено большое число исследований различных авторов р, 
2,41. Однако некоторые важные аспекты этой проблемы ещё 
слабо освещены, в частности, учёт сложной геометрии сечений 
и нелинейного физического закона деформирования материала. 
Применение с этой целью метода конечных элементов позволяет * 
удовлетворить запросы практики с достаточной степенью на­
дёжности.
Рассмотрим неразрезную балку (рис.1), лежащую на ^  
подвижных шарнирных упругих опорах. Крайние опоры могут быть 
шарнирными (подвижными и неподвижными) и защемляющими. Из- 
гибная жёсткость балки £  X переменна по дяине. Балка нагру­
жена плоской системой сил. Поперечные сечения имеют произ­
вольную форму, но симметричную относительно плоскости на­
грузки (рис. 2). Материал конструкции физически нелинейный, 
обладает анизотропией механических свойств при растяжении и 
сжатии. Связь между компонентами деформаций £ ̂ и напряже­
ний описывается диаграммой кусочно-линейного вида (рис.
3).
Разрешающее дифференциальное уравнение задачи -прини­
мается в виде
Е(х ) Г  М+ Ncj (I)
Знак деформационного момента N^ выбирается в зависимости 
от знака нормального усилия N .




. . - < - заданные значения координат
опорных узлов;
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Рис. 2. Расчётное сечение.
Рис. 3. Диаграмма деформирования 
материала.
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{Г} - матрица-столбец граничных условий; 
т - количество опорных узлов.
Отыскивается функция { ̂ , удовлетворяющая уравнениям 
(1,2). Решение строится на основе вариационного уравнения 
Лагранжа. Основные неизвестные - прогибы, углы поворота и 
горизонтальные смещения. Положительные направления узловых 
неизвестных и порядок их нумерации соответствуют приведён­
ным на рис. I.
Хорошие практические результаты в нелинейных задачах 
даёт аппроксимация узловых неизвестных в пределах конечного 
элемента полиномами Эрмита ClD :
= (3)
= Э5 (з=) + 3 4 Эе(х)’
где ,9а. полиномы Эрмита.
Из выражения для потенциальной энергии
П =4е I (4)
0 0 Г 1в результате варьирования по вектору узловых неизвестных (О)
ЭП Л
Щ \ --° (5)
и выполнения процедуры интегрирования в пределах конечного 
элемента можно прийти к матричному уравнению
где Г КЗ - матрица жёсткости конечного элемента,
{ R }  - вектор-столбец узловых усилий,
1а] - вектор-столбец узловых перемещений.
Наличие упругих опор с жёсткостью требует введения 
дополнительной матрицы [С] в уравнение (6)
[K]{gb{R\ + [C]{3\, (7)
где - диагональная матрица жёсткостей спорных узлов. 
Уравнение (7) удобнее записать в следующем виде:
а к з - г а ) { 3 ы я ь  (в)
Матрица [К], приведённая в монографии [ 2 ,  получена 
с использованием принципа независимости действия сил, ко­
торый при расчёте по деформированной схеме неприменим.
Продольное усилие N  в балке определяем численным ин­
тегрированием выражения
8S
N = - l f f ( u ' ) * d x  (9>
Zl 0
с последующим уточнением по рекуррентной зависимости
где (м}‘ - векторы моментов в узлах конечных элемен­
тов, - функция прогибов.
В общем случае система уравнений (7) является нелиней­
ной. Её решение осуществляется на ЭВМ путём линеаризации в 
соответствии с рекуррентной формулой
[K*(aS-')]{9 ^ = { R l ,  $<*4,z... . , (II)
где $ - номер этапа приближения,
и - требуемое количество итераций по методу переменных 
параметров упругости,
СКЧ^Я- линеаризованная матрице жёсткости по парамет­
рам предыдущего шага итерации.
Процесс последовательных решений уравнений (II) и уточ­
нения значения матрицы жёсткости [К*1 на каждом этапе про­
должается до тех пор, пока разница между результатами не 
станет достаточно малой.
Величина п определяется из условия
< $ Ц \ (12)
4 1аЬ
ГМ ^
где {A  j - матрица-столбец допусков на контроль за точностью.
На каждом шаге итерационного процесса метода последо­
вательных приближений уточняются геометрические характерис­
тики сечений из условий равновесия, записанных для i  -гс 
узла стержня:
U jd F j = N. , ч ' Щ у - г ц Щ *  Мс + N tасс. (И) 
Ч d
Решение системы интегральных уравнений (13) нетрудно осу­
ществить, используя формулы Ньютона-Котеса. Имея в виду за­
висимости
£j = V  (и)
~  £J  ’
где - продольная деформация нейтрального волокна конеч­
ного элемента в -с-ом узле;
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- секущий модуль упругости j -ой элементарной полоски 
сечения стержня, 
после ряда преобразований можно получить уравнения относи­
тельно величины кривизны w“ С-го узла
-A,Ml>(ei?££eA,S ы Д О = ° >  (15)
где
A,= ̂ - « E cl<{B ] 4 + {EciK+4{e> ) ^  + А' +А *\ 
>к
3 vv~ Jic+1 * Jk4̂
A r - ^ - ( { f c] {&S ^у! + 1ес] Ib J + g >/ -+b ").X, г u V  v  J4 1 ic+41 +* 7 5
А , = ^ - ( { Е С̂ в у  W + i eCW - b U * W c ' + ^3
ч , к.г
A * = E ( 2 { E e]++i|{ B ] ^ ) ,
B ' = f z ( A 44 v i t),
C ' » S ( A t'{Y j  {*!*),-е=г * г -t-г
К - количество элементарных полосок, на которое дробится 
t-oe сечение стержня;
Aij - шаг интегрирования по высоте сечения.
Здесь суммирование по индексу ~Ь ведётся с шагом 2.
В результате решения уравнения (15) определяется вели­
чина о-.'1 , после чего уточняется положение нейтральной осит̂ 
ъ
Компоненты диаграммы сг-С в общем случае задаются таб­
лицей значений. Практика показывает, что вполне достаточно 
задать 10-12 точек на диаграмме. Регулярность рассматривае­
мой области упрощает процедуру описания топологии и облег­
чает процесс задания исходной информации по постановке за­
дачи.
Учитывая соотношение между числом степеней свободы





















задачи для растянуто-изогнутой балки:
а) эпюра кривизны, б) эпюра угловых перемещении
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& * =  2.-
и определяя порядок разрешающей системы уравнений
т л о с  = ( А ^ - Н ) - п ^ 3 ,
легко автоматизировать весь процесс формирования системы
(II), пользуясь рекомендациями работы [з] .
’ Сходимость вычислительного процесса и допустимая вели­
чина погрешности счёта обеспечивается рядом профилактичес­
ких мер. Хорошие результаты получаются при использовании 
процедуры численного дифференцирования по пятиузловой схеме 
Лагранжа с последующим сглаживанием полиномом третьей сте­
пени. На рис.4 приведены результаты решения тестовой задачи 
с оценкой точности в зависимости от используемых схем диф­
ференцирования и сглаживания и от количества конечных эле­
ментов системы.
Таким образом, для произвольной геометрической формы 
сечений балки и исходной диаграммы напряжений задача легко 
разрешит с помощью ЭВМ, поэтому данный алгоритм может быть 
рекомендован к использованию в автоматизированных системах.
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The solution of problem of longitudinal-transverse 
bending of beams beyond the elastic limit by the 
finite element method
G.Aryasov, L.Zubko and A.Snitko 
Summary
This paper presents an investigation of longitudinal- 
transverse bending of the elastic-plastic beams with comp­
lex geometry of the cross-section. The material of struc­
ture is assumed to be physical non-linear and it possesses 
anisotropic mechanical properties in compression and ten­
sion. The solution of the boundary-value problem of bending 
is carried out by the finite element method. The numerical 
example is given.
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О ВЫВОДЕ УРАВНЕНИЙ КОЛЕБАНИЯ СТРУНЫ И МЕМБРАНЫ
Х,,Рельвик 
Таллинский политехнический институт
В статье расширяют область применения уравнения возмож­
ной мощности (УВМ) Ц1,2] на простейшие движения упругих тел - 
для составления уравнений колебания струны и мембраны.
§ I. Струна
Пусть струна натянута с постоянной силой TQ. Рассмот­
рим элемент струны 
AB (фиг. I) длиной 
cts~dx и массой ctm.
На этот элемент дейст­
вуют силы натяжения 
?0 и (т0 = Т' =
), а также 
внешняя сила ^  =
= ̂ct-xtT. УВМ элемента 
будет [7?с \=-
Но + и и* следовательно,
^ a c*{^ci=(r+i; + T;/)*i^bi + + ■>
где {л?с i * fv̂ c5и ДРУГ от друга не зависят, и поэтому
Считая перемещение элемента AB малым и возможным толь­
ко в направлении оси и. , получим
г 6 - ^ г ,
или
dm = F - Т0 + Т0 sinoc,, .
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Учитывая теперь, что dtnZ'Xdx ( X - линейная плотность стру­
ны), _ . (диХ гдил.
_ 1<9х /еГ'<&
найдем_ a V
"  '  “w w ‘ <н*
Обозначаяи*Т̂ /я = о?* , перепишем полученное 
уравнение следующим образом:
Это и есть уравнение колебания струны £3}.
§2. Мембрана
Пусть мембрана находится в напряженном состоянии. Тог­
да на ее прямоуголь­
ный элемент (фиг.
2) действуют силы 
натяжения Т0, Тп,
5о .з; <т0 = т̂ =
- const и S0= 5 о = 





dma,̂  {üijj =Г- {?й! + 1̂- ({<̂1 +1̂ дс,]) +'Г/‘({*У+ +
откуда по независимости и произвольности величин в фигур­






d~t o' + ercCxcijj <r<7kx<?taj
Если элемент мембраны находится под одинаковым напря­
жением р. со всех сторон (в более общем случае напряжения 
на гранях не равны), то TQ = TQ' = pAj , 6 0 = S ' = псЫ, и 
уравнение движения примет вид:
д ги, _ f7 ^ р Г6>Otoe-и- /£л\(!>л - Atfvß \
dt*' с  С cix oiu ) ‘
f / / Я»
Обозначая теперь j Лг* j, t jv/<r=Ct и учитывая, что
ос _ CSx' lß (<9х-) К _  <5^jUs
cix ~ cix дх* >
Э 14&
f <7*0-)
4 * ~ " \ZZf)o
*hš ^
получим уравнение колебания мембраны 13^ :
ЭЪ1с о /д^и, \ j
1 ? Г - а  +
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In this paper the domain of the possible power equation 
[l, 2 ] is extended Onto the simplest motions of elastic 
bodies. By means of this method the well-known equations of 
vibration of string and membrane are obtained.
The exactness of deducing is in accordance with the tra­
ditional method used in [ 3 3 •
ЗАДАЧА КАЧЕНИЯ ТЕЛА ПРОИЗВОЛЬНОЙ ФОРШ 
С ГЛАДКОЙ ВЫПУКЛОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ НА ПЛОСКОСТИ
А.Хайтин
Таллинский политехнический институт
В статье рассматривается задача качения без проскаль­
зывания тела произвольной формы с гладкой выпуклой поверх­
ностью на плоскости. В основу решения принят метод уравне­
ния возможной мощности (УВМ). Полученные результаты апроби­
руются в задаче движения шара по плоскости.
§ I. Вывод формул
Введем неизменно связанную с телом декартову систему 
координат Су-^tl , где С - центр масс тела, а координатные 
оси - главные центральные оси инерции тела.
Поверхность задана с помощью двух параметров и, и лх :
^ = X (со, <г) ; ^ ; 2 = 2.(а,/г). (I)
Радиус-вектор точки поверхности /С = хТ+у]+ЗгК здесь будет 
рассматриваться приведённым в точку А, являющейся перемен­
ной точкой поверхности, с которой поверхность в данный мо­
мент касается неподвижной плоскости (см. рис.I). Диффе­
ренциал радиус-вектора будет:
сЛ'Ь = Ci oUc + ̂  d'V') (2)
где
it = ü  , V- = iS. ; с ъ)
ди. Элг
Векторы ct и лг находятся в касательной плоскости, т.е. в 
плоскости зг , и являются базисными векторами поверхности. 
Рассмотрим соседнюю с А точку, радиус-вектор которой - 
где поставлен штрих приела из (2), чтобы не совпа­
дало его обозначение с производной в (17). Тогда базисные 








Обозначим вектор мгновенной угловой скорости тела
со = • (6)
За время d t вектор и ' перейдёт в
и !' -  Ci' +  сох и d t , (7)
где учтено (4) и отброшены члены бесконечно малые высшего 
порядка по сравнению с остальными.
Аналогично
ГО-'' - лг' +  60 X d t  , (0)
Теперь необходимо определить d x  так, чтобь̂ векторы -*•11 -*■!!
и. и -V оказались в плоскости ус , для этого
а " *  (0с*лг)  - 0 ,  (9 )
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rt?* ((Zx£) - О. (10)
Подставляя в (9) и (10) выражения (3), (7) и (8), где учи­
тываются (4), (5), (6), и выразив все векторы через орты Т,  
J  , *  , после упрощений соответственно получим:
БО •+ G L  + N M  = О, (II)
B K + G D  + N T  = О, (12)
где введены следущие обозначения:
Эъ _ «9* Эи t
Элг <3и. <9лг ’
+ ( с о ^ -  CJ, ^ - ) М -  ди г дъ-ди, v a o>u. * <9 а ' >
K = ž l r cCu' + ' ^ cUr  +  )
циклической перестановкой х , ^ , 2- получаются выражения
S  и N  из &, L  и М из D  , 3  и Т из К,
Выражая из (II) и П2) производные и подстав­
ляя их в (2), в котором с1ь,=(^С\ найдём скорость
$  = = Ü —  н-̂ г-̂ — . (13)
ß M/t tfGt '
При составлении уравнений движения тела можно исполь­
зовать разные формулы для{т] из d l  . Например, (3.65) на 
стр.77, в которой в данном случае {лгА]= 0, имеет вид:
{т\=[ L c +  М(гс* £ с)]*{си}, (14)
куда надо подставить 'tc=-/tv,




^  ^  , см. [I] стр.74. (17)
В итоге из. (14) с учётом правой части получим три 
уравнения, содержащие линейно cbx , и аналогично
(II), (12) с U, и лг.
Полученные результаты апробируем на примере.
§ 2. Пример
Качение без проскальзывания однородного шара радиуса 
а = I и массой М по горизонтальной плоскости. Активной си­
лой является только сила тяжести.
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Для поверхности шара имеем
У = 005 UL СХЛ ОТ, Ц  =  СОЫА, A U b 'V } 1  - / М Л М , .  (18)
Выполнив необходимые вычисления, из (II) и (12) найдём:
(1 = - сох Л0П/ЛГ СО'У инл-, (19)
« Г =  60х  ig -C C  &СИЛГ +  С О ^ t c  /ОСП-<ЧГ — C O j. .
Из (13) с учётом (3) получим:
лг& -  (- cjy Лип.и. + oot oof> и sCn -v) с + (оох Ai*, сс —  (20)
-  со^ъоли 0 0 4 +  (— СОх  t i/ )  и̂ лйгх -1Г +  Сл?̂  £ 0 4  U t O ^ K }
другой стороны,
4  ̂ = *(o3x ^ ” W^2:)c + ( 6 0 ^ 2 - - 4 [ ^ х - С с Г ^ Т с .  (21)
Подставив в (21) выражения (18) и сранив с (20), увидим, 
чтол?с = Дгв, и, следовательно, из (17) имеем 'С = 0. Теперь 
из (15) получим: (22)
где 5Г - ь + ̂  j f ̂ 2
Подставим в (14) выражение (22) и - Зсо, где J  - мо­
мент инерции шара относительно диаметра. После упрощений и 
скалярных перемножений получим: 
{ t J ^ ( J c b + M x z wx - M k . x H « o ^ + ( 3 w  ,
. Ч . ч I 1 4 ^3)
— М + + М<г из ̂  - W  к.Ъ) 1 ,
где к■*- (xcüx-v <-1 « гУ
Учитывая, что возможная мощность действующих сил равна 
нулю, из (23) получит.: уравнения движения uiapa:
(0 + Ма2) ^ х- Мех =0, (24)
(0-+ Маг) ^ - М ^  = 0> (25)
(Л + Мхг) w 2 ~ Мк2 *0. (26)
Из комбинации уравнений (24) с (25), (25) с (26) и (24) с
(26) получим соответственно:
а)гх~ч*-*°>.
откуда следует сЗхТ=0. Тогда из (22) имеем ас- 0, отку­
да ATc = cohbt. Уравнение возможной мощности принимает вид 
О ^‘{со̂г0>что Д0ёт го=0, так как {^3} может принимать 
произвольные значения; со = и» - cõ, - 0 и бо - С оО = С,,Х Ч *  X 4 / jj *•>
^2 = С3 ’
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Уравнения (19) принимают вид:
. Ü  = -с,лс*/1г ■h^trtrr, 1 (2?)
лг - ОоСООЛГ + СХ  ̂̂  /**ьЛГ ~ ̂ 3 J "
Частные случаи:
1. Угловые скорости с,л = с =̂ 0, а с =̂&э2 , тогда из (27) 
(X = 0 и tc = ocmsi ; лг= ~съ, nr =-c^t+ciQ. Отсвда сле­
дует, что линия касания на шаре будет параллель и=-ср(см. 
рис.2). На плоскости следом касания шара будет прямая ли­
ния, так как
2. Угловые скорости сЛ= с =̂ 0, а с л = сох , тогда из (27) 
получим дифференциальные уравнения, после решения которых 
придём к такому же выводу относительно движения шара, что 
и в 1-ом случае.
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In the paper the problem of body rolling on a convex 
smooth surface of a plane is discussed. The method of 
possible power equation is used to resolve the problem.
The result obtained was applied in the problem of sphere 
rolling on a plane.
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